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Kapitel 1
Einleitung

Es werden hier einige Aspekte der Gruppentheorie behandelt, die aus der Sicht der Molekiil-
und Festkorperphysik interessant sind. Es werden die Begriffe Punktsymmetrie, Raumsym-
metrie, reduzible und irreduzible Darstellung und Charaktertafel erldutert und kurz demons-
tiert, wie man mit Hilfe dieser Konstrukte iiber verschiedene Eigenschaften von Molekiilen

und Festkorpern eine Aussage machen kann.

Dieser Skript ist nur als Begleitmaterial zur Vorlesung Gruppentheorie gedacht und ist
dementsprechend sehr kompakt. Es deckt auch nur jenen (kleinen) Teil der Gruppentheorie
und derer Anwendungen in der Physik ab, der im Kurs behandelt wird. Fiir Vertiefung und
Erweiterung sollte die entsprechende Literatur studiert werden. Die Vorlesung wird grund-

sétzlich aus den folgenden Biichern vorbereitet:

e G. Burns: Introduction to group theory with applications
e M. Tinkham: Group Theory and Quantum Mechanics
e J. F. Cornwell: Group theory in physics (Volume I)

o M. Wagner: Gruppentheoretische Methoden in der Physik

In diesem Skript werden die Gleichungen in atomaren Einheitensystem aufgeschrieben, in
dem die Masse des Elektrons, die Ladung des Elektrons, das plancksche Wirkungsquantum

und der Vorfaktor bei der coulombschen Wechselwirkung den Wert Eins erhalten:

m, = 1
qe = 1
h =1
1
=1
4reg

Entsprechend wird die Einheit der Liange (Bohr) ein Bohrradius, und die Einheit der Energie



(Hartree) die zweifache der Grundzustandsenergie des Wasserstoffatomes:

1 Bohr = 0,529177... eV
1 Hartree = 27,21138...¢eV.



Kapitel 2
Symmetrien

Definition. Eine Symmetrieoperation ist eine Transformation, die ein System auf sich selbst
abbildet. (Das System mit der entsprechenden Symmetrie ist gegeniiber dieser Transformati-

on invariant.)

In diesem Skript wird sowohl fiir die Symmetrieoperation als auch fiir die Symmetrie das
Wort ,,Symmetrie” verwendet, wenn es aus dem Kontext heraus eindeutig ist, welcher der

beiden Begriffe gemeint ist.
Beispiele:
e Riumliche Transformationen (Drehung, Spiegelung, etc.)
e Zeittransformationen (Verschiebung in der Zeit, Zeitumkehr)

Ziel der Vorlesung: Welche Aussagen kann man iiber die physikalischen Eigenschaften eines

Systems mit bestimmten rdumlichen Symmetrien machen?

Aus dem fritheren Studium sollten folgende Symmetrien und deren Konsequenzen schon

bekannt sein:

Satz. Noether-Sdtze:
o Aus der Homogenitdit des Raumes folgt die Impulserhaltung.
o Aus der Isotropie des Raumes folgt die Drehimpulserhaltung.

o Aus der Homogenitiit der Zeit folgt die Energieerhaltung.
In dieser Vorlesung werden vorwiegend riumliche Symmetrien behandelt.

Definition. Eine rdumliche Symmetrie ist eine rdumliche Abbildung eines Objektes durch
eine abstandsbewahrende Transformation auf sich selbst. (Wenn'V ein beliebiger Vektorraum

istund x1,x €V, soist T : V. — V abstandsbewahrend, wenn || Tx| — Txz|| = ||x1 —x2||.)



Beispiele:

e Symmetrien eines NH3-Molekiils: Drehung um 120° und 240° Grad, Spiegelungen,
bei denen die Drehachse des Molekiils und ein Wasserstoff fest bleibt.

e Symmetrien eines einfach kubischen Gitters: Diverse Drehungen und Spiegelungen;

Verschiebungen mit ganzzahliger Linearkombination der primitiven Gittervektoren.

Definition. Eine rdumliche Symmetrie wird als eine Punktsymmetrie bezeichnet, wenn bei

der Symmetrietransformation mindestens ein Punkt im Raum fest bleibt. (Ax €V : Tx=x.)

Es gibt folgende Punktsymmetrien im dreidimensionalen Raum:

e C,: Drehung um eine Achse mit einem Winkel von 27” Falls ein Objekt Drehachsen
mit unterschiedlicher Zahligkeit besitzt, wird die Achse mit der hochsten Zihligkeit
als Hauptachse genannt. (Gibt es mehrere Achsen mit der selben hochsten Zahligkeit,

so gibt es keine Hauptachse.)
e 0 Spiegelung an einer Ebene.

— o,: vertikale Spiegelebene, enthilt die Hauptachse.
— oy: horizontale Spiegelebene, orthogonal auf die Hauptachse.

— oy: diagonale Spiegelebene, halbiert den Winkel zwischen zwei C, Achsen, die
orthogonal auf die Hauptachse sind (sog. C}, Achsen). Wenn es keine Hauptach-
se gibt (z. B. bei kubischer Symmetrie), halbiert o, den Winkel zwischen zwei

dquivalenten Achsen.

e i: Inversion (Spiegelung an einem Kreis), bildet (x,y,z) in (—x, —y, —z) ab.

e §,: Drehspiegelung, bestehend aus einer Drehung um 27”

und einer anschlieenden
Spiegelung auf die orthogonale Ebene (C, 4 0,). Ein System kann S,, Symmetrie be-
sitzen, auch wenn weder die C, noch die o, Symmetrie vorhanden ist (z.B. CHy-

Molekiil).

Definition. Ein allgemeiner Punkt ist ein Punkt, der bis auf die Identitit durch keine Punkt-

symmetrieoperationen eines Systems auf sich selbst abgebildet wird.

Die Punktsymmetrien eines Systems konnen durch die stereographische Projektion in zwei
Dimensionen dargestellt werden. Dabei wihlt man einen allgemeinen Punkt auf der Ober-
flache der nordlichen Hemisphire einer Kugel und verbindet diesen mit dem Siidpol. Der
Schnittpunkt dieser Strecke mit der Aquatorebene stellt die stereographische Abbildung des
Punktes dar. Man wendet dann nach und nach die Punktsymmetrieoperationen des Systems
auf die Kugel an, und zeichnet die Projektion des Punktes nach jeder Transformation ein.
Wird der Punkt durch die Symmetrieoperation auf die siidliche Hemisphire der Kugel abge-
bildet, muss er mit dem Nordpol verbunden werden und es wird der Schnittpunkt dieser Stre-

cke mit der Aquatorebene eingezeichnet, allerdings mit einem anderem Symbol (z.B. Kreuz



statt Kreis). Die einzelnen Symmetrietransformationen werden durch spezielle Symbole (o,

— durchgezogene Linie, o}, — durchgezogener Kreis etc.) dargestellt.

Definition. FEine Translationsymmetrie ist eine Verschiebung im Raum, die ein Objekt (einen
Kristall) auf sich abbildet.

Der Verschiebungsvektor ldsst sich als ganzzahlige Linearkombination der primitiven Gitter-

vektoren aufschreiben:

3
t= Zn,-a,- n; €7
i=1

Definition. Eine Raumsymmetrie ist eine allgemeine Symmetrietransformation eines Kris-
talls, die aus einer Punktsymmetrie-Transformation und einer darauffolgender Translation
besteht.

Bezeichnung nach Seitz:
R={R|7} = {R|T}r=Rr+r,

wobei R eine Punktsymmetrie-Transformation und 7 eine Translation ist. Die Raumsymme-
trie(transformationen) enthalten sowohl die reinen Translationen {E |t} als auch die Punkt-

symmetrien {R|0}.

e Der Translationsteil T einer Raumsymmetrie muss nicht unbedingt eine ganzzahli-
ge Linearkombination der primitiven Gittervektoren sein, sie kann auch gebroche-
ne Verschiebungen enthalten, die in sich alleine keine Translationssymmetrie des
Systems darstellen. Genauso kann die Raumsymmetrie {R|t} eine Punktsymmetrie-
Transformation R enthalten, die ohne Translation {R |0} keine Symmetrie des Gitters

darstellt (z. B. bei sog. nicht symmorphen Kristallen).

Beispiel: Schraubendrehungen und Gleitebenen. Fiir letzteres ist das Diamantgitter ein
Beispiel, bei dem {0y, |a(1/4,1/4,1/4)} eine Symmetrietransformation ist, obwohl
das Gitter weder durch {E |a(1/4,1/4,1/4)} noch durch {oy, |0} auf sich selbst ab-
gebildet wird. (oY, ist eine Spiegelung an der xy-Ebene, E ist die Identitiit, a ist die
Gitterkonstante.)

e Es sind nur Drehungen um 27” fiir n = 1,2,3,4,6 mit der Translationssymmetrie ver-
einbar = In klassischen Kristallen kommen nur Drehachsen mit dieser Zéhligkeit vor.

(Es gibt allerdings Quasikristalle mit z.B. fiinfzdhligen Symmetrieachsen.)



Kapitel 3

Gruppen

3.1 Grundlegende Begriffe

Definition. Gegeben sei eine endliche oder unendliche Menge ¢ = {A,B,C,...} und eine
Abbildung - : 9 x 9 — 4 (Gruppenoperation oder Gruppenmultiplikation), die zu jeweils
zwei Gruppenelementen ein drittes zuordnet. Die Menge & mit der Operation - bildet eine

Gruppe, wenn folgende vier Bedingungen erfiillt sind:

o Geschlossenheit:
fiirVA,B€ 9 3C € ¥, sodassA-B=C

e Assoziativitdt:
(A-B) -C:A~(B-C)ﬁlr VA,B,Cc ¥

o Existenz eines Einheitselementes:

ANE €Y, sodassA-E=E-A=A fiirvAe€¥Y

o FExistenz des Inverses:

fiir VA€ 9 NA7! sodassA™' - A=A-A"' =E

Beispiel:
e {1,—1} mit Multiplikation (E =1, (1)~ =1, (=1)"' = —1)
e Reelle Zahlen ohne Null (R\{0}) und Multiplikation (E =1, X ' = )
e R oder Z und Addition (E =0, X! = —X)

e 3 x 3 orthogonale Matrizen, mit Matrizenmultiplikation als Gruppenoperation — soge-

nannte O(3) Gruppe (Einheitselement ist die Einheitsmatrix, das Inverselement wird



durch Matrixinversion gebildet, das jedoch wegen der Orthogonalitidt dem Transpo-

nierten gleich ist.)

e Punktsymmetrietransformationen eines Molekiils. Die Gruppenoperation ist das Nach-
einanderanwenden der Symmetrietransformationen, das Einheitselement ist die Iden-
titdt. Natiirlich bilden diejenigen 3 x 3 orthogonalen Matrizen, die diese Symmetrie-
transformationen in kartesichen Koordinaten angeben, die selbe Gruppe, allerdings mit

der Matrizenmultiplikation als Gruppenoperation.

e Translationen (mit Nacheinanderanwenden) bzw. die Translationsvektoren (mit Vek-

toraddition).
Definition. Die Ordnung der Gruppe 4 (|9|) ist die Anzahl der Elemente in der Gruppe.

Die Struktur einer endlichen Gruppe (mit endlicher Anzahl von Gruppenelementen) ldsst
sich z. B. anhand ihrer Multiplikationstafel repridsentieren. (Siehe z. B. Tabelle 3.1 fiir die

Symmetrieoperationen, die das NH3-Molekiil auf sich abbilden. (Gruppe Csy))

Cyw| E G C o0y 0o O
E|E G C; 04 02 03
G| C C3 E 0, O3 Oy
C% C% E C3 Oy3 Oyl Oy
|01 03 060 E C G
0n|0n 04 03 G E (3
Oy3 Oy3 Oy2 Oyl C% C3 E

Tabelle 3.1: Multiplikationstabelle der Gruppe Cs,,.

Satz. Umordnungstheorem: Jedes Element einer endlichen Gruppe kommt in jeder Spalte
und jeder Zeile der Gruppenmultiplikationstafel genau einmal vor.

Anders ausgedriickt, in der Folge
E-Ag,Ay-Ag, ..., Ap-Ag

kommt jedes Element A; € G genau einmal vor (|| = h).

Beweis: fiir gegebenes A; und A; muss in der Gruppe wegen den Gruppenaxiomen (Existenz
des Inverses und Geschlossenheit) das Element A, = A; - (Ak)*l existieren. Ist das aber der
Fall, so ist A; = A, - Ax, es muss also das Element A; in der Folge mindestens einmal vor-
kommen. Die Folge hat aber i Elemente, deswegen kann jedes Element A;, i = 1...h genau

einmal vorkommen.

Definition. Die kleinstmdogliche Menge solcher Gruppenelemente einer Gruppe ¢, aus deren
Multiplikation alle andere Gruppenelemente erzeugt werden konnen, nennt man die Genera-

toren der Gruppe 9. Die Wahl der Generatoren ist nicht immer eindeutig.



Beispiel:
e Gruppe C,,: C> und 67 oder C; und oy oder 67 und o).
Definition. FEine Gruppe mit nur einem Generator nennt man zyklische Gruppe.
Beispiel:
o Gruppe C,:e =22 & ={¢e e €3,... " e"=E}
Definition. Eine Gruppe mit kommutativer Gruppenmultiplikation ist eine Abelsche Gruppe.
Beispiel: Alle zyklischen Gruppen sind Abelsche Gruppen.

Satz. Inverses des Produktes:
(ABC...FG) '=G 'F~'...c’'B A7}

Wichtige Gruppen

Raumgruppen Alle Gruppen, die aus den Symmetrieoperationen {R |t} der Kristalle gebil-
det werden konnen. (230)

Kristallographische Punktgruppen Punktsymmetriegruppen, die aus dem Punktsymme-
trieteil {R|0} der Symmetrieoperationen der Raumgruppen gebildet werden kénnen
(32).

Translationsgruppe Gruppe, die aus den moglichen Translationen der Kristalle gebildet

werden kann.

3.2 Untergruppen

Definition. Eine Untermenge € von ¥ ist eine Untergruppe von 9 (7 C 9 ), wenn J€ mit
der selben Gruppenmultiplikation wie 4 eine Gruppe bildet.

Beispiele:
e ¥ =% — Die Gruppe selbst ist auch eine Untergruppe
e 7 = E — Identitit bildet immer eine Untergrupe
e Untergrupen von Csy: {E}, {E,C;,C3}, {E, 001}, {E, 00}, {E, 0y}

Satz. Lagrange-Theorem: Die Ordnung der Untergruppe ist ein Teiler der Ordnung der
Gruppe.

Folge: Wenn |¢| eine Primzahl ist, kann es nur eine Untergrupe ¢ = {E} geben.

10



3.3 Konjugation

Definition. Zwei Gruppenelemente A, B € G sind zueinander konjugiert (A ~ B), wenn 31X €
4, sodass A = X"'BX.

Satz. Die Konjugation ist eine Aquivalenzrelation:
o reflexiv(A~A)
e symmetrisch(A~B = B~A)
o transitiv(A~B,B~C = A~C)
Aquivalenzrelationen erlauben die disjunkte Aufteilung einer Menge.

Definition. Die Menge aller zueinander konjugierten Elemente einer Gruppe wird als kon-

Jugierte Klasse bezeichnet.
Beispiel:
e (,, kann auf vier konjugierte Klassen aufgeteilt werden: {E}, {2}, {01}, {02}.
e (3, kann auf drei konjugierte Klassen aufgeteilt werden: {E'}, {C;, C%}, {0v1,0v2,0y3}.

Satz. Das Einheitselement bildet immer eine eigene konjugierte Klasse. (Da E mit allen

Gruppenelementen vertauschbar ist.)

Satz. In einer Abelschen Gruppe bildet jedes Element eine eigene konjugierte Klasse. (Da

alle Elemente miteinander vertauschbar sind.)

Sind die Gruppenelemente Symmetrietransformationen, so bilden diejenigen Elemente eine
konjugierte Klasse, die dquivalente Symmetrietransformationen beschreiben, wie z. B. Spie-
gelungen an dquivalenten Ebenen oder Drehungen um dquivalente Achsen. Aber nur dann,
wenn die Ebenen an denen gespiegelt wird, oder die Achsen, um die gedreht wird, mit Hilfe

von Gruppenoperationen ineinander transformiert werden konnen.

e (y: Die Spiegelungen an den beiden Spiegelebenen sind in getrennten Klassen, da es

keine Gruppenoperation gibt, die sie ineinander transformieren kann.

e Gruppe Csy: Die Spiegelungen an den drei Spiegelebenen bilden eine konjugierte Klas-
se, da sie durch die C3 Drehungen ineindander gedreht werden konnen. (Auch die Dre-
hungen C3 und C% bilden eine eigene Klasse, da es sich um ’dquivalente’ Drehungen
um die selbe Achse handelt.)

11



3.4 Gruppenrelationen

Definition. Zwei Gruppen 4 und 4’ sind isomorph, wenn es zwischen ihren Elementen eine

eins zu eins Abbildung ¢ : ¢ — &' existiert, sodass

@(A-B) =9(A)-¢(B)
wobei A,B €Y, ¢(A),9(B) € 9" und - auf der linken bzw. rechten Seite die Gruppenmulti-
plikation fiir die Gruppe 4 bzw. 4' bezeichnet.
Beispiel:

e Die Gruppen Gy = {E,Cz,le,sz} und D, = {E,CQX,CQy,CZZ} sind mit der fol-
genden Zuordnung der Elemente isomorph: @(E) = E, ¢(C2) = Cax, ¢(0y1) = Cay,
(P(Gv2) =Cy

e Die Gruppe Cyy ist isomorph zur Gruppe jener Matrizen, die die entsprechenden Sym-

metrietransformationen als Tranformationsmatrizen fiir kartesische Koordinaten ange-

ben:
1 00 -1 0 O
PpE)=| 0 1 0 |, oC&)= 0 -1 0|,
0 0 1 0 0 1
1 0 O -1 0 O
p(ovi)=| 0 -1 0 |, ¢(ow)=]| 0 1 0
0O 0 1 0 0 1

Da isomorphe Gruppen zwar verschiedene Sachen repridsentieren konnen, ihre innere Struk-

tur jedoch gleich ist, werden wir in diesem Skript die Bezeichnung
g =9

fiir die Isomorphie der Gruppen ¢ und ¢’ verwenden.

Definition. Die Gruppe &' ist eine homomorphe Abbildung der Gruppe &, wenn zwischen
den Gruppenelementen eine Abbildung ¢ : ¢ — 4' existiert, sodass

®(A-B)=¢(A)-¢(B)

wobei A,B€ Y, ¢(A),9(B) € 9" und - auf der linken bzw. rechten Seite die Gruppenmul-
tiplikation fiir die Gruppe 4 bzw. 4' bezeichnet. Die Abbildung @ muss keine eins zu eins
Abbildung sein.

Beispiele:
e Triviale Abbildung: Jede Gruppe kann auf die Gruppe {1} (mit Gruppenoperation Mul-
tiplikation) abgebildet werden, wenn @(A) = 1 fiir VA € 9.

12



e Gruppe C,y auf die Gruppe {1,—1} mit Multiplikation, wobei ¢(E) = 1, ¢(C;) =1,
¢(ov1) =—1, p(0v2) = —1.

3.5 Nebenklassen

Definition. Die Untergruppe ¢ von ¢ ist eine invariante Untergruppe (normale Unter-

gruppe, Normalteiler), wenn
X 'HX e A fiir VX € G undVH € A

Beispiel:
e Die Untergruppe {E,C;,C3} ist eine invariante Untergruppe von Csy.

Definition. Wenn 77 eine Untergruppe von & ist, und T € &, dann wird die Menge
T ={TH|H € ¢}

(mit |.7¢| Elementen) als Linksnebenklasse von 7 mit dem Element T genannt. Analog wird
AT ={HT |H € 7}

als Rechtsnebenklasse von 77 mit dem Element T bezeichnet.
Beispiel:
[ ] g = sz, % = {E,Cz}
Ex# = {EE,EC)}={E,C}
G = {CzE,CzCz} = {C2,E}

lee%ﬂ = {leEa GVICZ} = {GV176V2}
G\/Ze%ﬂ = {GV2E7 c7v2c2} = {GV27 le}

Wie man sieht, sind die Nebenklassen E5# und C> 57 bzw. 6,157 und 0y,.5¢ iden-
tisch.

Im weiteren werden wir uns vorwiegend nur mit Linksnebenklassen beschiftigen, aber je-
der Satz und Aussage kann genauso auch fiir Rechtsnebenklassen aufgestellt werden. Die
konkreten Linksnebenklassen einer Gruppe beziiglich einer Untergruppe .7 sind im Allge-
meinen von den Rechtsnebenklassen (beziiglich 7#°) unterschiedlich.

Satz. Zwei Linksnebenklassen der Untergruppe 7€ von 94 sind entweder disjunkt oder iden-
tisch.

Folge: Jede Gruppe kann auf Linksnebenklassen aufgespalten werden.

13



Satz. Wenn 7 eine Untergruppe von 94 ist, so kann ¢ auf |4 |/|.7¢| Linksnebenklassen von
F€ aufgespaltet werden.

Satz. Rechts- und Linksnebenklassen einer Gruppe < beziiglich der Untergruppe ¢ sind

genau dann identisch, wenn € eine invariante Gruppe ist.
Beispiel:

e Y :sz, I = {E,C2}2

le% - GVl{E7C2} = {leaGVZ}
oy = {E,C2}oy ={0v1,00}

Definition. Das Produkt der Linksnebenklassen T 77 und S5 (T,S € 4 ) wird als
THSH = {THlst |H1,H2 S %}

definiert.

Satz. Wenn 7 eine invariante Untergruppe von 4 ist, bilden die Nebenklassen von 7€ mit
der Nebenklassenmultiplikation als Gruppenoperation eine Gruppe. Diese Gruppe wird als
Faktorgruppe von ¢ beziiglich ¢ genannt (4 | 7€ ).

Es muss gezeigt werden, dass die Nebenklassen die Gruppenkriterien erfiillen:

e Geschlossenheit (Produkt zweier Nebenklassen ergibt eine Nebenklasse)
THSH = {TH]SHQ} = {TSHgHz} = {QHIHZ} = {QH} =Q,

wobei Q = TS und Hy,H,,Hs € 7. Der zweite Schritt ist nur deswegen erlaubt, weil

A eine invariante Untergruppe von & ist:

S'Hi\S=H; = H,S=SH;.

e Assoziativitit wird wegen der Assoziativitit der Gruppenmultiplikation in ¢ und 77

automatisch erfiillt.

e Einheitselement:

EAXTH ={EHTH,} ={H\TH,)} ={TH H,} ={TH3} =T H

e Inverses Element:

THT ' A ={THT 'H} ={TT 'HH} ={EH;} =EX
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Beispiel:
o G =Cyy, H =Cy={E,C,}. Tabelle 3.2 zeigt die Multiplikationstabelle fiir die Ne-

benklassen von .7#. Anhand der Multiplikationstabelle ist es ersichtlich, dass die Grup-

‘ Eo7# lee%
Eo# E# lee%
Oy1 I Oyl I Es7

Tabelle 3.2: Multiplikationstabelle fiir die Nebenklassen von C,, beziiglich C,.

pe der Nebenklassen zur Gruppe Cj, = {E, 0} isomorph ist, die nur aus der Identitéit
und einer Spiegelung besteht:
Cyy/Ca = Cip.

e Man kann leicht zeigen, dass die Gruppe der Translationen .7 eines Kristalles eine

invariante Untergruppe von der Raumgruppe ¢ des Kristalles bilden:
(Rt} {E|} {R|t1} = {E |t}

Die Faktorgruppe ¢ /.7 wird als Punktgruppe des Kristalles (oder Punktgruppe
der entsprechenden Raumgruppe) bezeichnet.

Satz. Die Punktgruppe einer Raumgruppe ist isomorph zu einer der 32 kristallographischen
Punktruppen.

Satz. Die Faktorgruppe 4 /.7 (Punktgruppe der Raumgruppe) kann auch dadurch gebildet
werden, dass man den Translationsteil der Elemente der Raumgruppe & mit der Nulltrans-

lation ersetzt:
4T = {{R|0} ] (R[]} e%}
Definition. Bei den Raumgruppen, in denen keine Schraubendrehungen oder Gleitspiegelun-

gen vorkommen, sind alle Elemente der Punktgruppe gleichzeitig auch Elemente der Raum-

gruppe. Diese Raumgruppen nennt man symmorphe Raumgruppen.

Definition. Bei den Raumgruppen, in denen Schraubendrehungen oder Gleitspiegelungen
vorkommen, sind nicht alle Elemente der Punktgruppe auch Elemente der Raumgruppe. Die-

se Raumgruppen nennt man nicht symmorphe Raumgruppen.
Beispiel:
e In der Wurzitstruktur (z. B. GaN oder 2H-SiC) ist {C,[(0,0,%)} eine Symmetrie des

Kiristalles, wobei ¢ die Linge der Einheitszelle entlang der z-Achse (Hauptachse) be-
zeichnet. Dementsprechend ist die Drehung um 180° (C;) ein Element der Punktgrup-
pe, jedoch kein Element der Raumgruppe, da ohne die Translation (0,0, 5) bildet C;
den Kiristall nicht auf sich selbst ab.

e Im Diamant ist die Gleitspiegelung {0xy|(4,%,%)} eine Symmetrie des Gitters, die

Spiegelung um die xy-Ebene oy jedoch nicht.
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3.6 Direktprodukt von Symmetriegruppen

Satz. Seien G und G’ zwei Symmetriegruppen, die nur E als gemeinsames Element haben

und fiir deren Elemente gilt, dass
AA' =A'A  fiir YA€ Y undvA €9’

In diesem Fall bilden die zusammenmultiplizierten Elementpaare eine Gruppe mit |4||94'|

Elementen, die Direktprodukt der Gruppen 4 und 4’ genannt wird.
G299 ={AA|Ac G A G}

Zum Beweis miissen die Gruppenaxiome fiir die Direktproduktgruppe gepriift werden:

e Geschlossenheit: (Multiplikation von zwei Elementenpaaren ergibt wieder ein Ele-

mentpaar)
(AA")(BB') = AA'BB' = ABA'B' =CC' A,B,Cc YA B.C'c¥
e Assoziativitdt: wird von den urspriinglichen Gruppen geerbt.

e Einheitselement: (EE’)(AA’) = EE’AA’ = EAEA’ = AA’

e Invers
(ATA 1 (AA) = A7 TATAA = A7 1AA 1A = EE'

Bemerkung: Die Elemente E und E’ bezeichnen das selbe Element, da die beiden Gruppen

das Einheitselement gemeinsam haben.

Die Definition der Produktgruppen in dieser Form ist nur ein spezieller Fall der allgemeinen

Definition, der jedoch fiir unsere Zwecke ausreichend ist.
Beispiel:

e Das Direktprodukt der Gruppe C; = {E,C,} mit der Gruppe C; = {E,i} ist eine 4

elementige Gruppe:

C2 ®C1 = {EE,C2E>E17C21} = {EaCZai7 Gh} = C2h
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Kapitel 4

Darstellung von Punktgruppen

4.1 Allgemeine Begriffe

Definition. Die Darstellung 1" einer Gruppe ist eine Homomorphie der Gruppe auf qua-
dratische, nicht singuldre Matrizen (mit Matrixmultiplikation als Gruppenoperation). Ist die

Abbildung eine Isomorphie, handelt es sich um eine getreue Darstellung.
Beispiel:
e (5, auf 1 x 1-Matrizen (Skalare):
L(E) =T(Cy) =T(C}) = 1
I['(oy1) =T (oyw) =T (oy) =—1
Diese Darstellung ist nicht getreu.

e Zujedem Element einer Gruppe wird der Skalar 1 zugeordnet. Diese Darstellung nennt

man auch triviale oder vollig symmetrische Darstellung.

e Zu jeder Punktsymmetrietransformation eine 3 x 3 orthogonale Matrix, die die ent-

sprechende Transformation in kartesischen Koordinaten angibt:

/ — . .
Xi = ZXJFJI
J

17



e Das vorangehende Beispiel fiir die Gruppe Csy:

100 -1 B
rE)=|010]|, OG=| -¥ -1 o], @.1)
00 1 0 0 1
e ( 1 0 0
rcH= % -1 o, Ton)=| 0 -1 0 |,
0 0 1 0 0 1
1 3 1 3
-3 =B 0 -3 B0
Fow)=| —2 1 o], Tom=[ L 1 o
0 0 1 0 0 1

e Multipliziert man die Matrizen im vorangehenden Beispiel miteinander, stellt man fest,
dass die Elemente im oberen Block nur untereinander transformiert werden. Man kann
dementsprechend diesen Block in jeder Matrix abspalten, und die resultierenden 2 x 2

Matrizen als Darstellung I'; verwenden:

e = 'Y 5(C,) = - ¥ 42
3() 01’ 3(3) _ﬁ_ 5 ()
2

Spaltet man den 1 x 1 Block ab, bekommt man die triviale Darstellung I'y:

Fl (E) = Fl (C3V) = Fl (C%v) = F](O’Vl) = Fl(sz) = F](GV3) =1 (43)

Bemerkung: Die Symbole I';, I'; etc. bezeichnen die verschiedenen Darstellungen, wihrend
I[';(R) fur die dem Gruppenelement R in der Darstellung I'; zugeordnete quadratische Matrix
steht. (Das Element in Zeile n und Spalte m wird als I';(R),,, bezeichnet.)

Definition. Die Dimension einer Darstellung ist die Dimension der quadratischen Matrizen

in dieser Darstellung.

Definition. Zwei Darstellungen T und I einer Gruppe 9 sind iiquivalent, wenn es eine nicht

singuldre Matrix S gibt, sodass
I'(A) =S"'T(A)S fiirVA € G.

Definition. Eine Darstellung ist eine unitire Darstellung, wenn jede der darstellenden Ma-

trizen unitdr ist.
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Satz. Jede Darstellung ist dquivalent zu einer unitdren Darstellung

Wir werden uns im weiteren nur mit unitiiren Darstellungen beschiftigen. Im folgenden

wird der Begriff Darstellung immer fiir unitére Darstellung stehen.

4.2 Irreduzible Darstellungen

Definition. Eine (unitdre) Darstellung ist reduzibel, wenn sie sich auf blockdiagonale Form
transformieren lisst: 3S, sodass S~'T(A)S die selbe blockdiagonale Form fiir VA € 9 hat.
(Alternativ: eine Darstellung ist unitir, wenn sie dquivalent zu einer Darstellung mit block-

diagonalen Matrizen ist.)

Definition. Eine (unitire) Darstellung ist irreduzibel, wenn sie sich nicht auf blockdiagonale

Form transformieren ldsst.

Ist eine Darstellung I" reduzibel, bilden die einzelnen Blocke der blockdiagonalen Form (I';)
selber Darstellungen der Gruppe. Die Darstellung I' ist dann eine sog. Direktsumme der
einzelnen Darstellungen I';:

r=r,erl,...

Beispiel:

e Die 3 x 3 Matrizen fiir die Darstellung I' der Gruppe Cs, auf Seite 18 sind blockdia-
gonal und enthalten zwei Blocke. Die Darstellung ist also eine Direktsumme zweier

Darstellungen. (Es ldsst sich zeigen, dass diese Darstellungen schon irreduzibel sind.)

Die unitiren Darstellungen sind die Grundbausteine der Darstellungstheorie.

Eine Gruppe kann nicht beliebig viele indquivalente irreduzible Darstellungen haben:

Satz. Die Anzahl der indquivalenten irreduziblen Darstellungen einer Gruppe ist gleich der

Anzahl der konjugierten Klassen in der Gruppe.

4.3 GroBes Orthogonalititstheorem

Satz. Seien I'; und I'j zwei (unitire) irreduzible Darstellungen der Gruppe . Dann gilt,
dass @]

Z FI(R)jnn F,/(R)Op = Tsijﬁmosnpy

ReY i

wobei die Summe iiber alle Gruppenelemente gebildet werden muss und l; die Dimension der

Darstellung T'; bezeichnet.

Der Beweis dieses zentralen Satzes geht iiber die Schur-Lemmas und ist in den meisten
Gruppentheoriebiichern zu finden. Dieser Satz bildet die Grundlage fiir die Beweise vieler

wichtiger darstellungstheoretischer Sitze.

Beispiel:
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e Die eindimensionale (triviale) Darstellung (4.3) der Gruppe C3y (I'1) und die zwei-
dimensionale Darstellung (4.2) (I'3), sodass i = 1,j = 3. Da I'} eindimensional ist,
konnen die Indizes m und n nur den Wert 1 annehmen. Bei '3 hingegen kann o und p

jeweils 1 oder 2 annehmen. Fiir o, p = 1 ergibt das Orthogonalitétstheorem:

1 1 1 1
* * * = * x - T
1" 141 2+1 2+1 1+1 2+1 > 0.

Wie es sich leicht nachrechnen ldsst, ergibt die Summe fiir alle moglichen o und p
Werte Null.

e I'y von C3y mitsichselbst(i=1, j=1,m=n=1,0=p=1):
* * * * * * * 6
-1+17-1+1"- 141" 14+17- 1417141 ~1:6:I

(|4| = 6 und die Dimension von I'j ist 1)

e I'3 von C3 mit sich selbst (i =3, j =3).Seienm=1,n=2,0=1, p=2, so ergibt sich

L VAVE. V3 V3 . V3 V3 VBAVE L6
R R R T T R R T

4.4 Charaktere

Die Matrizen der irreduziblen Darstellungen spielen bei den gruppentheoretischen Betrach-
tungen vieler physikalischen Anwendungen eine wichtige Rolle. Allerdings ist es oft unbe-
quem, mit Matrizen zu arbeiten oder Matrizen zu tabellieren. Der Konzept des Charakters
ermoglicht es, jedem Element statt einer Matrix einen Skalar — den Charakter — zuzuweisen,
und anhand dieses Charakters wichtige Eigenschaften zu ermitteln, ohne dabei die Matrizen

der irreduziblen Darstellung verwenden zu miissen.

Definition. Der Charakter x;(A) des Gruppenelementes A der Gruppe ¢ in der Darstellung

I'; ist die Spur der entsprechenden darstellenden Matrix:

li
ZI(A) = SP(A) = Z 1—‘i(A)mm-
m=1
Satz. Die Spur eines Matrixproduktes verdndert sich mit der zyklischen Permutation der
Multiplikanden nicht: Sp(ABC) = Sp(BCA) = Sp(CAB).
Daraus ergeben sich die folgenden Sitze:
Satz. Charaktere der Elemente in einer konjugierten Klasse sind gleich.
Beweis: Seien A und B zueinander konjugiert. Dann 3C € ¢, sodass A = C~'BC, folglich gilt
fiir die Charaktere

x(A) = x(C™'BC) = x(BCC™") = x(BE) = x(B).
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Analog dazu:
Satz. Charaktere der Gruppenelemente in dquivalenten Darstellungen sind gleich.
Dieser Satz ldsst sich auch umkehren:

Satz. Zwei irreduzible Darstellungen sind genau dann dquivalent, wenn ihre Charaktere

gleich sind.

Fiir die Dimension der méglichen irreduziblen Darstellungen einer Gruppe gilt der folgende
Satz:

Satz. Die Quadratsumme der Dimensionen der moglichen (nicht dquivalenten) irreduziblen

Darstellungen I'; einer Gruppe 9 ist gleich der Ordnung der Gruppe.

>

YE=14]  oder Y ulEN=|9

4.5 Charaktertafel

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen werden fiir jede Gruppe in der sogenannten
Charaktertafel zusammengefasst, wobei jede Zeile einer Darstellung und jede Spalte ei-
ner konjugierten Klasse entspricht (innerhalb einer konjugierten Klasse sind die Charaktere
gleich). Es wird fiir jede konjugierte Klasse nur ein repréasentierendes Element und die An-
zahl der Elemente in der Klasse angegeben. Die Charaktertafel fiir die wichtigsten Gruppen

sind in diversen gruppentheoretischen Biichern angegeben.
Beispiel:
e Tabelle 4.1 enthilt die Charaktertafel fiir die Gruppe Csy.

E 2C3 36‘,
|1 1 1
I |1 1 -1
I|2 -1 0

Tabelle 4.1: Charaktertafel fiir die Gruppe Csy.

Aus dem groBlen Orthogonalitétssatz lassen sich zwei Orthogonalititssitze fiir die Charakter-

tafel herleiten:

Satz. Die Zeilen der Charaktertafel einer Gruppe 94 sind aufeinander orthogonal im folgen-

den Sinn:

Z%i(Ak)*XJ(Ak)Nk = |g|6ij,
k

wobei die Summe iiber die konjugierten Klassen der Gruppe & geht, und Ay jeweils ein
beliebiges Element der konjugierten Klasse k bezeichnet. Ny, steht fiir die Anzahl der Elemente

der konjugierten Klasse k.
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Satz. Die Spalten der Charaktertafel einer Gruppe ¢ sind aufeinander orthogonal:
Y 2 (A) % (AN = |Z | S,
i

wobei die Summe iiber die irreduziblen Darstellungen der Gruppe 94 lduft, Ay und A; jeweils
ein beliebiges Element der konjugierten Klassen k und | bezeichnen, und Ny fiir die Anzahl

der Elemente in der konjugierten Klasse k steht.

Fiir die Benennung der irreduziblen Darstellungen gibt es leider einen ganzen Schar von
Nomenklaturen. In diesem Skript werden hauptsédchlich die folgenden Bezeichnungen ver-

wendet:

e Bethe-Nomenklatur: Die irreduziblen Darstellungen werden fortlaufend nummeriert:
I'1, Iy, etc.. Der Nachteil dieses Systems besteht in der Willkiirlichkeit der Zuordnung.
(I'; bezeichnet jedoch immer die triviale Darstellung.)

e Mulliken-Nomenklatur: Die irreduziblen Darstellungen werden mit indizierten Buch-
staben bezeichnet (a;, az, b1, er, t; etc.). Wie wir spiter sehen werden, gibt die Be-
zeichnung einen gewissen Auskunft iiber die Eigenschaften der Darstellung. (a; bzw.
ag bezeichnen immer die triviale Darstellung, die Buchstaben e bzw. ¢ stehen immer

fiir zwei bzw. dreidimensionale irreduzible Darstellungen.

4.6 Reduktion reduzibler Darstellungen

Wenn eine Darstellung reduzibel ist, ist sie eine Direktsumme mehrerer irreduzibler Darstel-
lungen.
['(R) = @ni Ti(R) bzw. fiir die Charaktere:  x(R) =Y n; %i(R)
i i

Satz. Die Hdufigkeit n; einer irreduziblen Darstellung 1; in einer Darstellung 1 ldsst sich

mit folgender Formel ermitteln:

_ b
£

ni

* 1 *
Z XI(R) X(R) oder n;= ?ZN/(X,(R]() X(Rk), 4.4)
Re9 | ‘ k

Im ersten Fall lduft die Summe iiber alle Elemente der Gruppe, im zweiten Fall iiber die
konjugierten Klassen der Gruppe, wobei R ein reprisentatives Element der konjugierten
Klasse k darstellt.

Beispiel:

e Die Darstellung I" von der Gruppe Cszy wie in (4.1). Tabelle 4.2 enthilt die Charaktere
dieser Darstellung. Vergleicht man das mit der Charaktertafel der Gruppe in Tabelle
4.1, so stellt man fest, dass die Charaktere in Tab. 4.2 mit keiner irreduziblen Darstel-

lung iibereinstimmen. Folglich muss diese Darstellung reduzibel sein. Die Haufigkeit
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|E 2G; 3o,
r{zs o 1

Tabelle 4.2: Charaktere fiir die Gruppe Csy in der 3 x 3 Darstellung (4.1).

der einzelnen irreduziblen Darstellungen in dieser Darstellung wird mit Hilfe von (4.4)

ermittelt:
1
n = 8(1-1*~3+2-1*'0+3-1*-1):1
np = é(1~1*-3+2~1*-0+3-1*~—1):O
ny = é(l-Z*-3+2'l*-0+3-0*'1):1

Demnach ist I' eine Direktsumme der irreduziblen Darstellungen I'; und I'3.

r=r,el;s
4.7 Basis einer Darstellung
4.7.1 Allgemeine Begriffe
Definition. Der durch die Elemente fi,...,f, eines Vektorraumes V aufgespannte Unter-

raum ist invariant gegen die Symmetrietransformation R, wenn
n
I0(R)ji sodass Rfi=Y fiT(R); i=1...n.
j=1

Satz. Wenn der durch die Elemente f1,..., f, aufgespannter Unterraum gegen jedes Element

der Symmetriegruppe ¢ invariant ist
n
Rfi=Y fiT(R);; VRe¥,
j=1

dann bilden die Matrizen I'(R) j; eine n-dimensionale Darstellung von ¢. (Ein invarianter
Unterraum erzeugt eine Darstellung.)

Beweis: spiter

Definition. Die Basis eines (gegen die Transformationen einer Symmetriegruppe) invarian-

ten Unterraumes nennt man die Basis der durch den Unterraum erzeugten Darstellung.

Beispiel:
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e Gruppe Gy, n =2, fi =e,, fr =ey.

1 3
CSeX = —Eex‘F {ey
V3 o1
C3ey = —Tex— Eey
= (3 = (ex,ey) NG I = F(Cg) = NG 1 .
€ 2 T2 2 T2

Analog ldsst sich zeigen, dass fiir alle Gruppenelemente der Gruppe jeweils eine Matrix
wie in (4.2) existiert.
4.7.2 Funktionen als Basis einer Darstellung

Da auch Funktionen (z.B. die quadratisch intergrierbaren Funktionen) einen Vektorraum bil-
den, konnen sie auch invariante Unterrdume fiir eine Gruppe bilden und dadurch Darstellun-
gen erzeugen. Es muss vorher allerdings die Wirkung einer Symmetrietransformation R auf

eine Funktion definiert werden.

Definition. Die Wirkung einer Symmetrieoperation R auf eine Funktion y(r) soll als die
Funktion in einem Koordinatensystem definiert werden, das vom urspriinglichen Koordina-

tensystem mit der inversen Operation R~ erzeugt wird:

Ry(r)=y(R 'r).
Beispiel:

e Die d-Orbitale d;(r) = 5 (x> —y*) f(r) und d>(r) = xyf(r), wobei r = |r|, bilden eine
Darstellung fiir die Gruppe Csy:

Cydi(r) = d(Cir) =

N =
/I\
| —

=

|
5[5

=
N~
[\

|
N
o5

=

|

| —

<
~
[\)

=

ay

Cidar(r) = do(Cir) = (—;x—\fy> (?x—éy) f(r)



Analog 148t sich fiir alle Gruppenelemente zeigen, dass sie d; (r) und d(r) untereinan-
der transformieren, sodass diese Funktionen eine Darstellung der Gruppe Csy erzeugen.
Aus den Matrizen sieht man, dass diese zweidimensionale Darstellung die irreduzible
Darstellung E (I'3) ist.

Satz. Sind die Funktionen y(r), ..., W,(r) aufeinander orthogonal und auf die selbe Kon-

stante normiert, so ist die erzeugte Darstellung unitdr.

Definition. Erzeugen die Funktionen yy',. .., y," die irreduzible Darstellung I',, der Gruppe

é: l
Ry" =Y v/'Tu(R)ji
j=1
so nennt man W', ..., y" Partner der irreduziblen Darstellung Iy, der Gruppe 9.

Definition. Die Funktion " gehort zur i-ten Zeile der irreduziblen Darstellung T',, der
Gruppe & bzw. die Funktion y* wird als die i-te Zeile von T, durch die Elemente der
Gruppe & transformiert.

Satz. Zwei Basisfunktionen, die zur Basis unterschiedlicher irreduziblen Darstellungen
der Gruppe 9 gehoren oder zur unterschiedlichen Zeile der selben Darstellung, sind ortho-

gonal aufeinander.
Beispiel:
e Dic Funktionen d, (r) = 3 (x* —)?) % bzw. da(r) = xy-; gehoren zur ersten bzw. zwei-

ten Zeile der irreduziblen Darstellung E der Gruppe Cs,. Dementsprechend sind sie

orthogonal, sodass
(di|da) = / di (v)dy(r) d*r = 0.

Definition. Wenn Rf = f fiir VR € ¢, dann ist f eine invariante Funktion (gegen die Sym-

metrietransformationen in 9 ).

Satz. Eine invariante Funktion bildet immer die Basis fiir die vollig symmetrische Darstel-
lung T'y.

Der Beweis des Satzes ist trivial. Da Rf = f fiir VR € ¢, sind alle darstellende Matrizen
I'(R) = 1. Folglich ist der Charakter jedes Gruppenelementes in dieser Darstellung 1.

Satz. Fiir jede irreduzible Darstelung 1y, ist die Funktion f = Zf’; | ]1//,-’"|2 eine invariante
Funktion.
Beispiel:

e Die Funktionen %(x2 — y2) und xy bilden eine Basis fiir die Darstellung £ (I'3) der

Gruppe Csy. So ist die Funktion f = [%(xz - yz)] ? + (xy)? = % (x2 + yz)2 eine invari-

ante Funktion:

2 2
ofies-1[( 2 (8 4)]



Kapitel 5
Neumannsches Prinzip

Satz. Neumannsches Prinzip: Jede makroskopsiche Eigenschaft eines Systems muss ei-
ne Invariante beziiglich der Symmetrietransformationen der Punktgruppe des Systems sein.
(Oder: Jede physikalische Eigenschaft muss eine Basisfunktion fiir die vollig symmetrische

Darstellung sein.)

Wir werden die Konsequenzen dieses Prinzipes anhand von Tensoreigenschaften untersu-

chen.
Definition. Ein Tensor ist eine Grifle T;ji..., deren Komponenten beim Koordinatensystem-

wechsel x; = Z;: 1Aijxj als das Produkt

mn,o,...
transformiert werden.
Definition. Die Anzahl der Indizes eines Tensors nennt man die Stufe des Tensors.
Beispiel:

e Stufe 0: Temperatur T

Stufe 1: Polarisationsvektor P;

Stufe 2: Polarisierbarkeitstensor a;;: P; = 23:1 a;;E;.

Stufe 3: Piezoelektrizititstensor d; jx: 0;; = 22:1 d;jrE}

Stufe 4: Elastizitéitstensor ¢;jx: 0;j = Y.k ; Cijk1 €k

Satz. Die Komponenten eines Tensors der Stufe r werden wie das Produkt der r entsprechen-

den kartesischen Koordinaten transformiert.

Beweis: (r = 2) Laut Definition hat der neue Tensor 7;; nach dem Koordinatenwechsel x; =
) ;Aijx; die Form
T =YY AuAjTu.
kol
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Das Produkt zweier Koordinaten x;x; wird aber genauso transformiert:

Y Avxi | | YAjx | =YY Audji (xix) .
x ] k1

Die neuen Tensorkomponenten nach einem Koordinatensystemwechsel bekommt man also
mit der selben Linearkombination, wie man Koordinatenprodukte im neuen System mit Ko-

ordinatenprodukten vom urspriinglichen Sytem ausdriicken kann.
Beispiel:

e Polarisation P; (Stufe 1). Nach dem Koordinatentransformation x; = jAijx; sind die

/ P .. .
neuen Tensorkomponenten P/ =} ; A;;P;.

Mit Hilfe des neumannschen Prinzipes lédsst sich anhand der Transformationseigenschaften
feststellen, welche Komponenten eines Tensors fiir ein System mit bestimmter Symmetrie
Null sein miissen. Es kénnen néamlich nur Tensorkomponenten ungleich Null sein, die in-
variant gegen die Symmetrietransformationen der Punktgruppe des Systems sind, anderseits
wire das Prinzip verletzt. (Es reicht, wenn man die Transformation der Tensorkomponenten
fiir die Generatoren der Gruppe untersucht.)

Beispiel:

e Polarisation P;, Symmetrie C3, mit Generatoren C3 und Oy:

Ciey = *%ex + ?ey, Csey = —gex — %ey, Cse; = e;. Die Tensorkomponenten gehor-
chen der selben Transformationsregeln: P, = —lP + ﬁP P’ ‘[ P 1 5P, PZ’ =P.

Die Forderungen des neumannschen Prinzipes P, = P, P’ P, PZ = P, sind nur mit
den Bedingungen P, = 0, P, = 0 zu erfiillen. Ein System mit C3, Symmetrie kann also
nur eine Polarisation entlang der z-Achse besitzen, nicht jedoch entlang der x- oder y-
Achse. Der Wert von P, ist aus gruppentheoretischer Sicht beliebig. (Die Untersuchung

des zweiten Generators oy bringt keine neuen Einschrinkungen.)

e Polarisierbarkeitstensor g;; fiir die Gruppe Cy:

Nach einer C3 Drehung sind die neuen Tensorkomponenten, wie folgt (einfach-

heitshalber wird das Koordinatenprodukt statt des Tensorkomponenten angegeben):
2
K= ( it g ) = 12+ 3y — Py, y? = <—§x— %Y) =32+ 1y + Loy,

n_ I V3 f \/§ 2 1 V3.2 1 V3
z —Z,xy—< 2x+ 2y)( —3y) = 2x% — Jxy— 2y1 X = —fxz+ Bz,
yi=- ?xz — 3vz,7/* = 7*. Die Forderungen des neumannschen Prinzipes (d/, = d.,
r ’ r r r ;o s
dyy, = Qyy, Ay = Az, Ay, = Axy, Ay, = Ay, dy, = Ay, Und a7, = a;;) konnen demnach

nur erfiillt werden, wenn a,, = a,, = a,; = ay, = a; = a;y = 0 und a,, = a,,. Fiir ein
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System mit C3, Symmetrie muss also ein Tensor zweiter Stufe die Form

a, 0 O
a= 0 an O
0 0 ay

haben. Uber die GroBe der zwei unabhiingigen Komponenten a,, und a. gibt die Grup-
pentheorie keine Auskunft, sie hingen vom tatsichlichen physikalischen System ab.
(Die Untersuchung der Transformation der Komponenten fiir den zweiten Generator

oy ergibt keine neue Einschrinkungen.)

Mit Hilfe der in den Charaktertafeln angegebenen Basisfunktionen la6t sich (zumindest fiir
Tensoren erster und zweiter Stufe) auch ohne explizites Rechnen feststellen, welche Ten-
sorkomponenten erlaubt sind. Es konnen bei einer gegebenen Punktgruppe nur jene Tensor-
komponenten von Null verschieden sein, fiir die das entsprechende Koordinatenprodukt eine
Basisfunktion fiir die vollig symmetrische Darstellung bildet. Ist die Funktion x> + y> bzw.
x? +y? + 7 eine Basisfunktion fiir I'j, so miissen die Tensorkomponenten xx und yy bzw. xx

und yy und zz identisch sein.

Definition. Ein Axialtensor ist eine Grofie T; i ., deren Komponenten beim Koordinatensys-
temwechsel x; = Y3_, A;jx; als das Produkt
Ta. =% Y, AmAjnAio- - Tuno.
m,n,o,...
transformiert werden, wobei das Vorzeichen bei Drehungen positiv, bei Spiegelungen, Dreh-

spiegelungen und Inversion negativ ist.
Beispiele:

e Stufe 1: Axialvektoren, die als Vektorprodukt zweier (Polar)Vektoren entstehen: R =
u x v. Solche Vektoren (z.B. magnetisches Moment) behalten Ihre Richtung, wenn das
Koordinatensystem um eine auf diesen Vektor orthogonale Ebene gespiegelt wird. Die
entsprechenden Basisfunktionen sind als Ry, R, und R; in den Charaktertafeln ange-
geben. Studiert man die Charaktertafel der 32 kristallographischen Punktgruppen, so
146t es sich feststellen, dass Kristalle mit nur einer Inversionssymmetrie (Gruppe S»)
ein beliebiges magnetisches Moment, Kristalle mit C, und C,, Punktsymmetriegrup-
pen nur ein magnetisches Moment entlang der z-Achse, alle andere Kristalle tiberhaupt

kein magnetisches Moment haben kénnen.

e Stufe 2: Antisymmetrische Tensoren der Form

0 a b
—a 0
—-b —c O



Kapitel 6

Schwingungen

6.1 Normalkoordinaten

Es sollen die Schwingungen der Atome eines Molekiils um ihre Gleichgewichtspositionen
untersucht werden. Gegeben seien N Atome mit den Massen my, k = 1...N. Die Gleich-
gewichtspositionen werden durch die Vektoren x(k) bzw. xq (k) (in Komponentenschreib-
weise) angegeben, wihrend die Auslenkungen mit u(k) bzw. uy (k) bezeichnet sind, wobei
a=1...3.

Die kinetische Energie T eines schwingenden Systems lisst sich als

1Y )
=5 Y my la(k)
k=1

aufschreiben. Nimmt man an, dass die Atome um ihre Gleichgewichtspositionen schwingen,
und dass der Konstante Term Vj in der potentiellen Energie V Null gesetzt wird, so ist diese

in einer Niherung bis zweiter Ordnung

0°®

1y 3 N 3 ,
VL L L G, e ®)

wobei @ die gesammte — von den Atompositionen abhingige — Wechselwirkungsenergie
zwischen den Atomen angibt, und die zweite Ableitung bei der Gleichgewichtsposition der
Atom berechnet wird.

Fiihrt man die Grof3en
1 2°d
\/mMimj 8ua (k)uﬁ (Z)

wo (k) = /myug(k) und Dgg(k,l) = (6.1)
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ein, so nehmen die kinetische und potentielle Energie die Form
1
T o= 3 Y Y e (k)
[
1
V. = ) ZZZZDaﬁ (k, Z)th(k)wﬁ (1)
kol B

an. (Die Grenzen fiir die Summierungen werden einfachheitshalber nicht mehr angegeben.)

Bildet man die Lagrange-Funktion L = 7' — V und schreibt die Euler-Gleichung

d oL aL
dt Dg(k)  dwa(k)

auf, so erhilt man die Bewegungsgleichung fiir die gewichteten Auslenkungen:

Wa (k) = _XI;,D(XB (k,D)wg(1).
L,

Fasst man die Indezes k und o bzw. [ und 8 zu den neuen Indizes j und j’ zusammen (j, /' =

1...3N), so schreibt sich diese Gleichung als
3N
Wj = — Z DJ'J'/WJ'/.
J=1
Diese Bewegungsgleichung wird gewohnlich mit dem harmonischen Ansatz

wj=Ajcos(wr+ @)

gelost, wobei A ; die Ausleknung entlang der Komponente j angibt. Setzt man diesen Ansatz

in die Bewegungsgleichung ein, erhilt man

2
®°Aj =) DjjAy,
]I

die eine Eigenwertgleichung fiir die Matrix D; ist. Lost man die Eigenwertgleichung, ent-

hilt man 3N Eigenwerte ( a)(zl), [ =1...3N), die die Quadrate der moglichen Schwingungsfre-
()
J

geben die Richtung an, entlang deren die einzelnen Atome in der entsprechenden Schwin-

quenzen angeben. Die zu den verschiedenen Eigenwerten gehdrenden 3N Eigenvektoren A

gungsmode jeweils ausgelenkt werden.

Satz. Zeilen und Spalten der N x N Matrix der Eigenvektoren sind aufeinander orthogonal:

) () ()4 _
;Aj Ay =8y bam Y AJAT =3y (6.2)
J

Dieser Satz folgt aus dem Rayleigh-Satz fiir symmetrische Matrizen. Es folgt ferner noch,

dass die dynamische Matrix D im Koordinatensystem der Eigenvektoren diagonal ist, wo-
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bei die Eigenwerte (die Kreisfrequenzquadrate) in der Diagonale stehen. Die Koordinaten in
diesem Koordinatensystem g ; nennt man die Normalkoordinaten. Schreibt man die Schwin-
gung in diesem Koordinatensystem auf, so ergibt sich diese als Summe voneinander unab-

hingiger Oszillatoren:
_ 1 22
Vo= aLo
J
1 2
J

wobei p; die zur Normalkoordinate g; gehdrender kanonischer Impuls ist:

_dJL
pj_aqj'

6.2 Darstellungen der Normalmoden

Es soll nun untersucht werden, wie das System auf eine Symmetrietransformation aus der
Punktgruppe des Molekiils reagiert, wenn die Atome sich nicht in ihrer Gleichgewichtspo-
sitonen befinden, sondern wegen der Schwingung ausgelenkt sind. Nach der Symmetrie-
transformation erhélt man das selbe Molekiil, die Auslenkungen zeigen jedoch jeweils in
die symmetrietransformierten Richtungen (als wiirde man das selbe Molekiil aus einer ande-
ren Richtung anschauen). Da aber weder die potentielle noch die kinetische Energie davon
abhingen kann, aus welcher Richtung wir das Molekiil betrachten (der Raum ist isotrop),

miissen diese Energiebeitrage gleich bleiben.
Schreibt man nun die potentielle Energie in Vektorschreibweise auf
< w|Dw >,

wobei w=w; und D = D, so muss diese auch mit symmetrietransformierten Auslenkungen

unverindert bleiben, sodass
< W|Dw >=< Rw|DRw >=< w|R"*DRw >=< w|R"'DRw >,

wobei die Unitéritit des Transformationsoperators R ausgeniitzt wurde. Dies zeigt, dass die

Operatoren D und R miteinander vertauschbar sein miissen:
R'DR=D = DR=RD.

Satz. Vertauschbare Operatoren besitzen ein gemeinsames System von Eigenvektoren.

Finden wir also die Eigenvektoren, die den Symmetrieoperator R diagonalisieren, so wird im

Koordinatensystem dieser Eigenvektoren nicht nur der Operator R diagonal, sondern auch
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die Matrix D, bzw. wenn der Operator R entartete Eigenvektoren besitzt, so wird die Matrix
D zumindest blockdiagonal. Die GroBen der Blocke in D entsprichen den Entartungsgraden

der einzelnen Eigenwerte fiir R.

Die Matrixdarstellung der Symmetrieoperatoren einer Gruppe 148t sich diagonalisieren (oder
zumindest blockdiagonal machen), indem man sie in irreduzible Darstellungen zerlegt. Im
Koordinatensystem der Basisvektoren der enthaltenen irreduziblen Darstellungen werden die
Matrizen der Symmetrieoperatoren blockdiagonal. Man muss also die Symmetrietransforma-
tionen der Punktgruppe im Koordinatensystem der Auslenkungen aufschreiben, die so erhal-
tene Darstellung reduzieren, und die Basisfunktionen fiir die irreduziblen Darstellungen su-
chen. Diese Basisfunktionen sind wegen der Vertauschbarkeit von D und R gleichzeitig die
Auslenkungen in den einzelnen Normalmoden.

Als Beispiel wird im weiteren das H,O-Molekiil (Gruppe C,y) betrachtet. Die (gewichteten)
Auslenkungen der Wasserstoffatome sollen die Vektoren wq (1) und wg(2), die Auslenkun-
gen des Sauerstoffatomes der Vektor wy(3) angeben, wobei die Drehachse des Molekiils die
z-Achse sein soll, und die x-Achse orthogonal auf die Ebene des Molekiils sei. Die Wirkung

der Symmetrieoperatoren auf diese Vektoren ldsst sich mit folgenden Matrizen beschreiben:

T T

wi(1) wi(1) 100000000
wy(1) wy(1) 010000000
wy(1) wy(1) 001000000
we(2) we(2) 000100000
El w@) | = w 000010000
w.(2) w.(2) 000001000
wi(3) we(3) 000000T100
w,(3) wy(3) 000000010
w,(3) w,(3) 000000O0O 1
we\  /w(D\ /0 0 0 -1 00 0 0 0
wy(1) wy(1) 0O 00 0 -10 0 0 0
w.(1) w.(1) 0 000 0 10 00
we(2) wi(2) 1 0 0 0 0 0 0 0 0
ol we | =] we 0 -10 0 000 0 0
w,(2) w,(2) 0O 01 0 00 0 0 0
we(3) we(3) 0 0 00 001 00
wy(3) wy(3) 0O 00 0 0 0 0 —10
w.(3) w.(3) 0 000 000 0 1
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wy(1) wy(1) 100 0 00 0 00
wy(1) wy(1) 010 0 00 0 00
w.(1) w,(1) 0 01 0 00 0 00
wy(2) wy(2) 0 00 100 0 00
on | w2 | =] wE 0 00 0 10 0 00
w.(2) w,(2) 000 0 01 0 00
wy(3) wy(3) 0 00 0 00 —1 00
wy(3) wy(3) 000 0 00 0 10
w.(3) w2 (3) 0 00 0 00 0 01
we(1) ) we(H\ /0 0 01 0 00 0 0
wy(1) wy(1) 00 00 100 0 0
w.(1) w,(1) 00 00 0 10 0 0
we(2) wy(2) 1 0 00 0 00 0 0
oo | w2 | =] wE) 0 -1 00 0 00 0 O
w.(2) w,(2) 0010 0 00 0 0
wx(3) wy(3) 00 00 0 01 0 0
wy(3) wy(3) 00 00 0 00 —10
w.(3) w2 (3) 00 00 0 00 0 1

Wie ersichtlich ist, kann die Wirkung der Symmetrieoperatoren auf die Auslenkungen als

Linearkombination der Auslenkungen aufgeschrieben werden
Rw;j=Y wyT(R)y; bzw. Rwg(k)=Y wg(l)T(R);ga- (6.3)
i B

Die Koeffizienten in den Linearkombinationen werden durch die aufgeschriebenen Matrizen
angegeben. Die Matrizen der Symmetrietransformation der Punktgruppe auf der Basis
der Auslenkungen bilden also eine Darstellung der Gruppe. Reduziert man diese Dar-
stellung und sucht man die Basisvektoren der irreduziblen Darstellungen, so bekommt man
die Basis, in der sowohl die Symmetrieoperatoren als auch (wegen der Vertauschbarkeit) die

Matrix Dgpg(k,1) blockdiagonal werden.

Wir zerlegen die aufgeschriebene Darstellung fiir die Gruppe C,y: Die Charaktere fiir unsere
Darstellung fiir die einzelnen konjugierten Klassen der Gruppe sind in Tabelle 6.1 angegeben.

Vergleicht man das mit den Charakteren der irreduziblen Darstellungen in Tabelle 6.2, sieht

|E G oy oy
rjo -1 3 1

Tabelle 6.1: Charaktere fiir die Gruppe C,y fiir eine Darstellung auf der Basis der Auslenkungen der
Atome des H,O-Molekiils.

man, dass diese Darstellung reduzibel ist.
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Coy ‘ E G oy, o0, | Basisfunktionen
AATH|1 1 1 1 7z XV
ATy |1 1 -1 -1 | R, xy
BTy |1 -1 -1 1 |xR Xz
B(Iy) | 1T -1 1 -1 |yR yz

Tabelle 6.2: Charaktertafel der Gruppe Cy,.

Reduziert man diese Darstellung mit Hilfe von (4.4), so ergibt sich
I'=3A1®A, ©2B; B 3B;. 6.4)

Die irreduziblen Darstellungen, die in dieser Darstellung vorkommen, sind fiir alle Freiheits-
grade des Molekiils zustidndig. Um die irreduziblen Darstellungen fiir die Schwingungsmo-

den zu bekommen, miissen wir jene fiir die Translation und die Rotation abziehen.

Eine Translation entlang der x-, y- oder z-Achse ensteht dadurch, dass alle Auslenkungen
gleichzeitig entlang der entsprechenden Achse zeigen und den selben Betrag haben. Fiir die
x-Achse hiefie das (abgesehen von Vorfaktoren) wy (1) =wy(2) =wy(3) und wy(1) =wy(2) =
wy(3) = w,(1) = w,(2) = w,(3) = 0. Im Koordinatensystem der Auslenkungen entspriche

dies (abgesehen von Vorfaktoren) dem Vektor
(1,0,0,1,0,0,1,0,0).

Da alle Komponenten in die Richtung der x-Achse zeigen, verhilt sich dieser Vektor gegen
die Transformationen von C,, genauso wie die x-Koordinate selbst. Dieser Vektor wird also
Basis fiir die selbe irreduzible Darstellung der Gruppe C,y bilden, wie die Funktion x selbst.
Aus der Charaktertafel 6.2 ist es ersichtlich, dass die Funktion x eine Basis der irreduziblen
Darstellung By bildet. Demzufolge muss auch die Translation des H,O-Molekiils entlang der
x-Achse zur Darstellung B; gehoren. Analog gehoren die Translationen entlang der y- und
der z-Achse zu den irreduziblen Darstellungen B, und A;. Die Darstellung fiir die Translation
ist also

I't=A®B;$B>. 6.5)

Analog lassen sich auch die Darstellungen fiir die Rotation feststellen. Die Rotationen ent-
lang der Koordinatenachsen werden als die Komponenten des Axialvektors (R,,Ry,R;) trans-
formiert. Die infinitesimale Bewegung eines Atomes bei einer Drehung ldsst sich ndmlich als

Vektorprodukt zweier Polarvektoren aufschreiben:
or=0¢ xr,
wobei 6 ¢ die Richtung und die GroBe der Drehung festlegt, wihrend r der Orstvektor zum

Atom ist. So ist es aus Tabelle 6.2 ersichtlich, dass die Darstellung fiir die Rotationsfreiheits-
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grade als
[R=AOB ®B (6.6)

geschrieben werden kann.
Die restlichen irreduziblen Darstellungen beschreiben die Symmetrie der Schwingungen:
I'v=2A,®8B;. (6.7)

Um die Charaktere der Darstellung auf der Basis der Auslenkungen schnell, ohne die Matri-

zen aufzuschreiben, zu bekommen, sollten folgende Regeln beachtet werden:

e Es geben nur die Blocke auf der Hauptdiagonale einen Beitrag zum Charakter. Man
braucht also nur die Transformationseigenschaften der Auslenkungen jener Atome an-

zuschauen, die bei der gegebenen Transformation ihre Positionen nicht verdndern.

e Die Spiegelung um die xy-Ebene hat die Matrix

0
0
-1

S O =
S = O

mit dem Charakter y(oy,) = 1. Folglich miissen alle Spiegelungen in der Basis der

Auslenkungen den Charakter (o) = 1 haben.!

21
1 n

e Zur Drehung mit dem Winke um die z-Achse gehort die Matrix

2r s 2T

cos=* sin<* 0
n n
i 21 2n
—sin=%  cos =
0 0 1

mit dem Charakter ) (C,) = 1+2cos 27”, folglich muss jede Drehung den selben Cha-
rakter haben.

e Analog gehort zur Drehspiegelung S, um die z-Achse die Matrix

cos?Z  sinZE 0
n n
—sin2Z  cos 2E
n n
0 0 -1

mit dem Charakter x(S,) = —1+2cos 27”, der fiir jede Drehspiegelung auf der Basis
der Auslenkungen diesen Wert haben muss.

IDies folgt aus der geometrischen Uberlegung, dass eine Spiegelung um eine beliebige Ebene (o) immer als
S’lcrxyS ausgefiihrt werden kann, wobei S die Koordinatentransformation angibt, die die Spiegelebene in die
xy-Ebene transformiert. Da jedoch die Konjugation den Charakter nicht dndert, miissen alle Spiegelungen (auf
der Basis der Auslenkungen) den selben Charakter haben.
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6.3 Basis der Normalmoden (Symmetriekoordinaten)

Gegeben sei die irreduzible Darstellung I, fiir die Gruppe ¢ mit den Basisfunktionen
vt vy, y), wobei [, die Dimension der Darstellung angibt. So wird laut Definition
die Wirkung eines Gruppenelements R € ¢ auf eine der Basisfunktionen als eine Linear-

kombination

Ryl = fwr

aus den Basisfunktionen erzeugt. Multipliziert man diese Gleichung mit I',(R)},, summiert

man dann auf alle Gruppenelemente auf und niitzt man das grof8e Orthogonalitétstheorem

aus, so ergibt sich:

Pl

Y LR, Ry" = Lu(R)5,Un(R) iy}
ReY j=1Rc9
In
o ||
= Tsnmétjapt‘//;
=1
|
= anm(spzv/:)n

Driickt man fiir den Fall p = i, n = m die Funktion y)' aus, so bekommt man

Vi i L TR Ry
Fiihrt man den Operator
sz? = ll Z Fm(R)ZiR
91 vy
ein, so ist
v, = By

Der Projektoroperator P} transformiert eine Funktion, die sich wie die Zeile i der irredu-
ziblen Darstellung I, transformiert, in eine Funktion, die sich wie die Zeile o der selben

irreduziblen Darstellung transformiert.

Satz. Wendet man den Operator P auf eine beliebige Funktion F (r) an, so ist das Ergebnis

entweder eine Funktion, die zur Zeile o der irreduziblen Darstellung 1", gehort oder Null.

PLF(F) = { v

Mit Hilfe des Operators P,

ausprojizieren, die zur Zeile o von I';;, gehort. Um diesen Operator zu erzeugen, braucht man

" ldsst sich also aus jeder beliebigen Funktion die Komponente her-

lediglich die darstellenden Matrizen der irreduziblen Darstellungen. Um das zu vermeiden,
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fiihrt man den Operator

Im
P" = ZPi’z?l
i=1
lm lm .
= @ Y Y n.(R);
| |Re$¢i:1

I y
= — Am(R)"R.
1 2

(6.8)

Der Projektor P™ beinhaltet nur die Charaktere der irreduziblen Darstellung I',, die man

in der entsprechenden Charaktertafel nachschauen kann. Wendet man P™ auf eine beliebige

Funktion an, so bekommt man jedoch nicht eine Komponente, die zu einer bestimmten Zeile

von I';,, gehort, sondern die Linearkombination aller Komponenten, die Partner fiir die Dar-

stellung I, sind. Fiir eindimensionale Darstellung macht dies natiirlich keinen Unterschied,

und in den meisten Fillen ist das bei mehrdimensionalen Darstellungen auch ausreichend.

Fiir das Beispiel der Auslenkungen des H,O-Molekiils sollen nun die einzelnen Projektoren

erstellt, und auf die einzelnen Auslenkungen angewandt werden. Da ein konstanter Vorfaktor

die Transformationseigenschaften einer Funktion nicht veridndert, werden diese Vorfaktoren

in der Zukunft weggelassen.

1
P = 1 (E+C+ 04 +0y)

Die irreduzible Darstellug A; kommt in der Darstellung der Auslenkungen laut (6.4) dreimal

vor. Dementsprechend sind nur drei von den projizierten Funktionen voneindander linear un-
abhingig: wy(1) —wy(2), w(1) +w,(2), w;(3). Jede Funktion, die in den durch diese drei

Vektoren aufgespannten Unterraum fillt, transformiert sich als die irreduzible Darstellung

A;. Wie in (6.5), (6.6), (6.7) angegeben, sind nur zwei der A; Darstellungen fiir Schwin-

gungsmoden zustindig, die dritte beschreibt die Translation entlang der z-Achse. Kombiniert
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man die projizierten Basisfunktionen entsprechend, lédsst sich die Basis fiir letztere erzeugen:

1 1
1 == E— 1 2 3 9
Vi = | = (1) +:(2)) + = (3)
wobei my bzw. mg die Masse des Wasserstoff- bzw. des Sauerstoffatomes bezeichnet. Hierbei
finden alle Auslenkungen (mit der selben Grofie) entlang der selben Richtung (z-Achse) statt,

sodass es sich um eine Translation entlang der z-Achse handelt.

Kombiniert man noch aus den drei Funktionen zwei auf die Funktion l//:am] orthogonale
Funktionen, so kann man die zwei moglichen Schwingungsmoden erzeugen. Jedes Mole-
kiil besitzt eine sogenannte Atmungsmode, bei der sich das Molekiil mit Beibehaltung der
Symmetrie sich vergroBert bzw. verkleinert. Darauf orthogonal entsteht im Fall des Was-
sermolekiils eine Mode, bei der die zwei Wasserstoffatome zusammenklappen, wihrend das
Sauerstoffatom sich entlang der Drehachse vom Massenmittelpunkt entfernt. (Die tatsdchli-
chen Schwingungsmoden konnen nur durch die explizite Losung des Schwingungsproblems
ermittelt werden. Sie miissen jedoch eine Linearkombination der oben ermittelten Moden

sein.)

Analog lassen sich die Basisfunktionen durch Projektion fiir die anderen irreduziblen Dar-

stellungen bestimmen. Im Falle von A, ergibt sich die Basis zum Beispiel aus

1
P = =1 (E+Cy — 05, — Oyy)

P2, (1) oc (wy(1) —wi(2)).

Dabei bewegen sich die zwei Wasserstoffatome orthogonal zur Molekiilebene in entgegenge-
setzten Richtungen. Das entspricht einer Drehung entlang der z-Achse. Bei der irreduziblen
Darstellung B

PP = —(E—Cy+ 0y, — Oyy)

ENE

sind nur die Projektionen

PPrw (1) o we(1) +wyi(3)
PPiw,(3) o« wy(3)

ungleich Null. Die beiden Basisfunktionen lassen sich zu den orthogonalen Basisfunktionen

1

(wa(1) +wx(2)) +

m
(1) +(2) = 23

ZDie Vorfaktoren sind deshalb nétig, da die Funktionen w;(n) die mit der Wurzel der Massen gewichteten
Auslenkungen sind. (S. (6.1))

wx(3)

EHE
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linearkombinieren. Die erste beschreibt die Translation entlang der x-Achse, wihrend die
zweite die Rotation um die y-Achse beschreibt. Schlielich bekommt man fiir die irreduzible

Darstellung B;
1
PP = (E=Cr— 0y, +0y)

die Basisfunktionen aus den Projektionen

PPy (1) oc wy(1) +wy(2)
PPwy(3) o wy(3)
PB2w (1) o w (1) 4+w,(2).

Aus diesen Basisfunktionen 146t sich die Translation entlang der y-Achse, eine Rotation um

die x-Achse und eine Schwingungsmode kombinieren.

6.4 Zusammenfassung

Es wurde in diesem Kapitel gezeigt, dass die Auslenkungen der Atome um ihre Gleich-
gewichtspositionen in einem Molekiil eine Basis fiir eine Darstellung der Punktgruppe des
Molekiils bilden. Diese Darstellung ist im Allgemeinen reduzibel (ist eine Direktsumme von
irreduziblen Darstellungen) und 148t sich mit gruppentheoretischen Methoden in irreduzible
Darstellungen zerlegen. Die Basis der irreduziblen Darstellungen macht sowohl die darstel-
lenden Matrizen der Elemente der Punktsymmetriegruppe als auch die Hamiltonmatrix, die
die Schwingungen beschreibt, blockdiagonal. Entsprechend gibt die Basis der irreduziblen
Darstellungen (im Vektorraum der Auslenkungen) gleichzeitig die Auslenkungen der einzel-

nen Normalmoden zuriick.
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Kapitel 7

Auswahlregeln

7.1 Direktprodukt von Darstellungen
Definition. Das Direktprodukt zweier Matrizen ¢ = a @ b wird als
Cik,ji = a;jbu

definiert, wobei bei cy j die ersten zwei Indizes die Zeilen, die letzten zwei die Spalten indi-
zieren. (Analog: die Matrix ¢ bekommt man, in dem man jedes Element der Matrix a mit der

gesamten Matrix b multipliziert.)

ayl ap b1 b2
a = b =
az; an b21 b22

anbi anbiy anbn anbi

anb apb \ | aubn anbn anby anbxn
a21b ang

Beispiel:

= c=a®b=
an1b1 axbiy axnbi axnbi

axiby1  axiby axnby axbn

Satz. Seien yi',...,y" und @f,...,@; die Basis der irreduziblen Darstellung I'y, und I,

m

von 4. Dann bilden die Produkte vi'ei, i=1...ln j=1...1, auch eine Basis fiir eine (im
Allgemeinen reduzible) Darstellung von ¢. Die Matrizen dieser Darstellung entstehen als

Direktprodukte der Matrizen der zwei irreduziblen Darstellungen.

Beweis: y;" ist eine Basisfunktion fiir die irreduzible Darstellung I, sodass

b
Ry" =Y y'Tu(R)ji
=1

und analog

In
Ro; =Y o' Tu(R)u
=1
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wobei R ein Symmetrieelement der Gruppe ¢ ist. Wendet man nur die Transformation R auf

die Produktfunktion y;" @/ an, so ergibt sich

b Ly I In

R(y" o) = (Ry]")(Rey;) Z Z Vi)l Jln(R)i = Z Z Vil [Lm(R) @Tu(R)] -

j=11= j=1i=1

Die darstellenden Matrizen der Direktproduktdarstellung sind also die Direktprodukte der

Matrizen der urspriinglichen Darstellungen.

Satz. Der Charakter der Elemente in der Direktproduktdarstellung entsteht als Produkt der

Charaktere in den urspriinglichen Darstellungen:

Xizj(R) = x:(R)x;j(R) R€Y,

wobei Yixj(R), Xxi(R) und x;(R) die Charaktere des Gruppenelementes R in den Darstellun-
gen'; @I}, I'; und I'; bezeichnen.

Beweis: Man bildet die Spur der Direktproduktmatrix, die das Element R in der Darstellung
I'; ® I'; reprisentiert:

Xi@j(R):Z[F( )@T;(R klkl (ZF ) (ZF ) Xi(R)x;(R).
k,l

Beispiel: Das Direktprodukt der irreduziblen Darstellung E (I'3) der Gruppe Csy mit sich

selbst. Die Charaktere in der Direktproduktdarstellung sind das Produkt der urspriinglichen

Charaktere (die Charaktertafel der Gruppe Csy ist in Tabelle 4.1 angegeben):

| E 2G; 3oy
ek |22 —1-—-1 0.0

Tabelle 7.1: Charaktere der Direktproduktdarstellung I'3 ® I's der Gruppe Csy .

Die Direktproduktdarstellung ist reduzibel (die Charaktere stimmen mit keinen der irredu-
ziblen Darstellungen iiberein). Reduziert man diese Darstellung mit Hilfe von (4.4), erhilt
man

ez =I'1®I23T%.

Die Definition der Direktproduktdarstellung wurde fiir zwei Darstellungen der selben Gruppe
definiert. Man kann auch ein Direktprodukt von Darstellungen unterschiedlicher Gruppen
definieren, sofern mit Hilfe dieser zwei Gruppen eine Direktproduktgruppe gebildet werden
kann. (Siehe Abschnitt 3.6.)!

Satz. Sei die Gruppe 7 das Direktprodukt der Gruppen Gund 4’ (H# =94 R9') und T,

IEigentlich sind die hier eingefiihrten Definitionen spezielle Fille einer allgemeinen Definition, die hier nicht
behandelt wird.
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und T}, jeweils eine irreduzible Darstellung von Yund '. Die Matrizen
T(RR') = [[m(R) @ T, (R)]

bilden eine irreduzible Darstellung der Gruppe 7 = {RR'|R € 4 ,R' € 4'} mit den Charak-

teren

Z(RR') = 2 (R) Xn(R).

Satz. Alle irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe 7 =9 Q%' lassen sich auf diese

Art und Weise erzeugen.

Beispiel: Die Gruppe Cyy, ist das Direktprodukt der Gruppen C, und C; (siehe Beispiel auf
S. 16). Die Charaktertafel dieser Gruppen sind in Tabelle 7.2 angegeben. Die Charaktertafel
fiir die Gruppe Cyy, entsteht als Produkt dieser Charaktertafel und ist in Tabelle 7.3 zu sehen.

Tabelle 7.2: Charaktertafel der Gruppen C; und G;.

Con EE GE Ei Gi
E (8)) i Oh
=] 1 11 1
1
1
1

[ =TT IR
=l S S B |
[y=T,oI) -1 -1 1

Tabelle 7.3: Charaktertafel der Gruppe Cop = C; ® C;.

7.2 Operatoren als Basis einer Darstellung

Ahnlich, wie die Funktionen eine Basis fiir eine irreduzible Darstellung bilden konnen, kon-
nen auch Operatoren Basis einer Darstellung sein. Die Grundidee ist dieselbe: Eine Menge
von Objekten bildet eine Basis fiir eine Darstellung, wenn die Wirkung einer Symmetrieope-
ration R der Gruppe ¢ auf eines dieser Objekte als eine Linearkombination dieser Objekte
aufgeschrieben werden kann. Dabei miissen die Koeffizienten der Linearkombination den
Matrixeelementen entsprechen, die in der gegebenen Darstellung dem Gruppenelement R

zugeordnet werden.

Definition. Die Wirkung einer Symmetrieoperation R auf einen Operator O wird als
ROR™! definiert.
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Definition. Die Operatoren O7,... ,07:1 bilden eine Basis der [, dimensionalen irreduziblen

Darstellung T, der Gruppe 4, wenn
I
RO'R™' =Y O7T,(R);i
j=1

Satz. Jede Funktion (bzw. jeder Operator) kann als Linearkombination der Basisfunktionen

(Basisoperatoren) der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe G aufgeschrieben werden:

Ne Ne L
Fir)=Y Y cuivf"(r) bzw. 0=Y Y cniOf,
m=1i=1 m=1i=1
wobei " bzw. O die zur Zeile i gehorende Basisfunktionen bzw. Basisoperatoren der irre-
duziblen Darstellung T, der Gruppe ¢ sind und der Koeffizient cp; 0 oder 1 ist, abhiingig
davon, ob die Basisfunktion (Basisoperator) mit der entsprechenden Transformationseigen-
schaft in der Linearkombination vorkommt. Die Summe itiber m lduft tiber alle irreduziblen

Darstellungen von ¢ (das der Anzahl der konjugierten Klassen Ny gleicht).

Satz. Die Funktion ‘l[/> = 0;"‘f1”> gehort zur Zeile i j der Darstellung Iy, 1',,. (Hier wurde
die Braket-Notation verwendet, um den Operator O von der Funktion f deutlich abzugren-

zen.)

Definition. Die konjugierte Darstellung I'; zu einer irreduziblen Darstellung I'; der Gruppe
& ist eine Darstellung, bei der die Matrizen (und die Charakere) der urspriinglichen Dar-

stellung komplex konjugiert sind.

Beispiel: Die irreduziblen Darstellungen der kristallographischen Punktgruppen sind reell,
sodass jede Darstellung mit seiner konjugierten identisch ist. Bei den irreduziblen Darstel-

lungen der Doppelgruppen ist das jedoch nicht zwingend der Fall.

Satz. Das Integral < fl’"‘O’; ’gz> kann nur dann ungleich Null sein, wenn eine der folgenden

beiden dquivalenten Kriterien erfiillt sind.:

e Die Direktproduktdarstellung T, @ T, enthiilt die Darstellung T%,. (Aquivalent kann
man diese Aussage durch Permutation der Darstellungen aussagen, z.B. die Direktpro-
duktdarstellung Iy, @', enthdilt I',, etc.)

e Die Direkproduktdarstellung I, T, Q1',, enthdilt die vollig symmetrische Darstellung
I.

Dieser Satz ist ein spezieller Fall des allgemeineren Wigner-Eckart-Theorems, das noch wei-
tere Bedingungen stellt, die ein Integral erfiillen muss, um nicht aus Symmetriegriinden ver-
schwinden zu miissen. Dementsprechend ist es moglich, dass ein Integral die oben spezifi-

zierten Bedingungen erfiillt, und eventuell trotzdem aus Symmetriegriinden Null ergibt.

Beispiel: Das Integral <dx2 +y2‘)?‘dzz> fiir die Symmetriegruppe Csy. Die beiden d-Orbitale

transformieren sich wie die irreduzible Darstellung A;. Der Ortsoperator £ = x- transformiert
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sich wie die x-Koordinate, gehort also zur irreduziblen Darstellung E. Das Direktprodukt
A]®E®A; =A; ® E®A| = E enthilt Ay nicht, das Integral ist also aus Symmetriegriinden
gleich Null.

7.3 Schwingungen in quantenmechanischer Behandlung

Im Koordinatensystem der Normalkoordinaten ¢; konnen die Schwingungen eines Molekiils
als Summe unabhingiger Oszillatoren aufgeschrieben werden. In diesem Koordinatensys-
tem ist der Hamiltonoperator der Schwingung eine Summe aus voneinander unabhingigen
harmonischen Oszillatoren:

. 3N—6 . . 32
= ; H;, wobei H,-:—28 2

+0'q;
und ; die Kreisfrequenz der einzelnen Oszillatoren ist. (Die Summe geht {iber die Anzahl

der Schwingungsfreiheitsgrade, die fiir ein nichtlineares Molekiil 3NV — 6 betrigt.)

Das Eigenwertproblem des harmonischen Oszillators ist aus der Quantenmechanik bekannt:

A 1 2 2
Hiy, (qi)) = EnWn,(qi)) =  Ep=0ini+=), Yy =Kpe %% h,(04q;),

2)’

wobei o; = \/®;, Ky, ein konstanter Vorfaktor und 4, ein Hermite-Polynom der Ordnung n;
ist. (Die Quantenzahl n; gibt die Quantenzahl des Oszillators i an.) Die ersten drei Hermite-

Polynome sind wie folgt:

ho(aeq) =1, hi(ag) =2aq, h(ag) =4(ag)’—2. (7.1)

Die Wellenfunktion fiir die Gesamtschwingung ist das Produkt der Wellenfunktionen der

unabhéngigen Oszillatoren:

3N—6 3N—6 3N—6
Woiny.nss(@1,42, - q3n—6) = [ Wui(qi) = (H Kn,) e LE ol (H hn,-(OCiqi)>

i=1 i=1 d2
Um im néchsten Abschnitt Aussagen iiber die Anregung der Schwingungsmoden (Auswahl-
regeln) treffen zu konnen, sollen hier die Transformationseigenschaften der Schwingungs-
wellenfunktion untersucht werden (nach welcher irreduziblen Darstellung sich die Schwin-
gungswellenfunktion transformiert). Es soll also ermittelt werden, wie sich die Wellenfunkti-
on W verhilt, wenn eine Symmetrieoperation R (aus der Punktsymmetriegruppe des Systems)

auf sie wirkt. Die Transformation kann einzeln auf die Terme in (7.2) angewendet werden:

g 3N—6
Re™ &i=1 “ifdi R H hn,. (Oc,-ql-)
i=1

3N—6
Ran]...nyvfo(qb -y q3N— 6 H K
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Eine skalare Grofe wird bei einer Symmetrietransformation nicht verdndert, dementspre-

chend ist
3N—6 3N—6
R(H K,,l.) =[] K.
i=1 i=1

Der zweite Term wird bei der Transformation auch nicht verindert. Ist ndmlich ¢; die Sym-
metriekoordinate fiir eine eindimensionale Darstellung, so geht sie durch die Transformation
entweder in sich oder in das Negative iiber. In der Summe kommt aber g; nur quadriert vor,
sodass dieses sich nicht verdndern wird. Gehort eine Symmetriekoordinate zur Basis einer
n-dimensionalen Darstellung, so ist das dazugehorende ¢; genau dasselbe als fiir die ande-
ren n — 1 Symmetriekoordinaten, die die Basis dieser Darstellung bilden (die Schwingung ist

n-fach entartet). Fiir diese Symmetriekoordinaten hat man also

oLl 07q; _ paXiq}

Die Summe iiber die Betragsquadrate der Basisfunktionen aller Zeilen einer Darstellung er-

gibt aber eine invariante Funktion (s. Abschnitt 4.7.2), sodass insgesammt

IN-6 52,2 IN-6 22
R [efzizl i ‘1,} — e Lici %47

Da die ersten zwei Terme in (7.2) also sich invariant gegeniiber den Symmetrietransforma-
tionen verhalten, wird die Transformationseigenschaft der Schwingungswellenfunktion V¥ nur

durch die Transformationseigenschaft des letzten Termes bestimmt.

Das soll nun fiir verschiedene Fille untersucht werden:

e Grundzustand (Vr; = 0): Im letzten Term kommen nur Hermite-Polynome nullter Ord-
nung vor (ho(a;q;)), ihr Produkt ist also eine Konstante, sodass Woo. 0(¢1,---,q3nv—6)
invariant gegen die Transformation R ist. Die Wellenfunktion der Schwingung trans-
formiert sich im Schwingungsgrundzustand also wie die vollig symmetrische Dar-

stellung.

e Einfache Anregung einer Mode (n; = O fiir i # k, n; = 1): Das Produkt der Hermite-
Polynome ist
<Hh0(aiqi)> hi(Oqr) = 206qx,
i#k
sodass die Transformationseigenschaften von g; bestimmt werden: Wenn nur eine
Schwingungsmode und nur einfach angeregt ist, transformiert sich die Schwin-
gungswellenfunktion nach der selben irreduziblen Darstellung wie die angeregte
Mode.

e Einfache Anregung zweier Moden (n; = 0 fiir i # k, i # j,nmx = n; = 1): Das Produkt
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der Hermite-Polynome ist

( I1 ho(%‘%‘)) hi(ougr)hi(@jq;) = 40g.0qiq),
ihj

sodass die Transformationseigenschaften vom Produkt der Symmetriekoordinaten gy
und ¢g; bestimmt sind. Gehdren die Moden k und j zu den irreduziblen Darstellungen
I, und I, so transformiert sich die Schwingungswellenfunktion wie die Direktpro-
duktdarstellung I, ® I,.

e Zweifache Anregung einer Mode (n; = O fiir i # k, n; = 2): Das entsprechende Produkt
der Hermite-Polynome ist:

(H ho(aiqi)> ho(ougqy) = 4o qr —2.
ik

Da der konstante Teil invariant ist, hingen die Transformationseigenschaften also vom
Produkt gy - g; ab. Gehort die Mode k zur irreduziblen Darstellung I',;;, so transformiert
sich die Schwinungswellenfunktion in diesem Fall also wie die Produktdarstellung
| P

Analog zu diesen Uberlegungen lisst sich folgende allgemeine Aussage formulieren:

Satz. Die Schwingungswellenfunktion transformiert sich wie das Direktproduktprodukt der
irreduziblen Darstellungen der angeregten Moden. Ist eine Mode mehrfach angeregt, muss

ihre irreduzible Darstellung im Direktprodukt entsprechend oft beriicksichtigt werden.

7.4 Spektroskopie mit elektromagnetischer Strahlung

Es sollen hier die Auswahlregeln hergeleitet werden, die fiir die Untersuchung der Mole-
kiilschwingungen durch Infrarot- (IR) und Raman-Spektroskopie wichtig sind. Wir werden
hierbei auf die Behandlung der Rotationszustéinde der Molekiile verzichten, und annehmen,
dass die Anregung durch elektromagnetische Strahlung nur die Schwingungszustinde, nicht

aber die Rotationszustinde des Molekiils verindert.

7.4.1 Infrarotspektroskopie

Die Wechselwirkung eines Oszillators mit dem Licht ldsst sich als Perturbation mit dem
Storoperator
H =Ap

aufschreiben, wobei A das Vektorpotential des elektromagnetischen Feldes und p der Im-

pulsoperator ist. Bei der Wechselwirkung mit einer ebenen Welle ist jede Komponente von A

proportional zu e’**, wobei k der Wellenvektor ist.
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In der Molekiilspektroskopie spielen die elektromagnetischen Wellen mit einer sehr kleinen
Wellenzahl (Infrarotstrahlen) die wichtigste Rolle, fiir die ¢’ ~ 1 + ikr, sodass der Storope-
rator mit der Form

H' ~p+i(kr)p

genidhert werden kann. Der erste Term ist fiir die elektrischen Dipoliiberginge, der zweite fiir

die elektrischen Quadrupol- und fiir die magnetischen Dipoliibergiinge verantwortlich.

Demnach ist ein Dipoliibergang zwischen dem Anfangsschwingungszustand ¥, und dem
Endzustand W, in erster Ordnung nur dann erlaubt, wenn der Integralvektor <‘Pe ‘p“}’g> eine
von Null verschiedene Komponente hat. Es lédsst sich zeigen, dass dieses Integral sich (von

konstanten Vorfaktoren abgesehen) auf das Integral <‘Pe ‘r|‘Pg> umschreiben ldsst.

GemilB Abschnitt 7.2 kann dieses Integral nur dann von Null verschieden sein, wenn das
Direktprodukt der Darstellungen fiir ¥, und ¥, eine von den Darstellungen enthilt, nach de-
nen sich die Komponenten des Ortsoperators r transformieren. Im Schrédingerbild entspricht
der i-ten Komponente des Ortsoperators die Multiplikation mit der Koordinate x;. Dement-
sprechend ist ein Ubergang zwischen den Schwingungszustiinden ¥, und ¥, durch IR-
Absorption nur dann erlaubt, wenn das Direktprodukt der Darstellungen der beiden
Wellenfunktionen I'; ® I, eine Darstellung enthiilt, die sich wie eine Koordinate x; trans-

formiert.

Spezieller Fall: Ausgangszustand ¥, ist der Schwingungsgrundzustand. In diesem Fall ist das
Produkt I, ® 'y =TI, ® I'y =T7,. Der Ubergang vom Schwingungsgrundzustand in einen
(einfach) angeregten Schwingungszustand ist nur dann méglich, wenn der Endzustand
sich wie x; transformiert. In diesem Fall sagt man, dass die entsprechende Schwingung

infrarotaktiv ist.

7.4.2 Raman-Spektroskopie

Bei der Ramanspektroskopie spielt die Verdnderung des Polarisationstensors des Molekiils
eine Rolle. Es kann gezeigt werden, dass ein Schwingungszustandswechsel nur dann erlaubt
ist, wenn das Integral <‘Pe}ai j]‘Pg> ungleich Null ist, wobei o;; der Polarisationstensor ist.
Die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe transformieren sich wie die Koordinatenpro-
dukte x;x;. Demnach ist Raman-Absorption erlaubt, wenn I'; ® I, sich wie x;x; transfor-
miert.

Spezieller Fall: Ausgangszustand ‘P, ist der Schwingungsgrundzustand. Analog zum Gedan-
kengang bei der IR-Spektroskopie lasst sich feststellen, dass nur jene Schwingungen aus
dem Grundustand aus mit Raman-Absorption (einfach) angeregt werden konnen, die
sich wie eines der Koordinatenprodukte x;x; transformieren. Diese Schwingungen nennt
man Raman-aktive Schwingungen.
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Beispiel: H,O-Molekiil mit C;, Symmetrie. Die Schwingungsnormalmoden des Molekiils
transformieren sich wie
IN=2A1®5;

(siehe (6.7)). Sei der Ausgangszustand ¥, der Schwingungsgrundzustand, dann transformiert

sich diese Wellenfunktion als A;. Wir wollen die folgenden Endzustéinde untersuchen:

o W, =Y, (na, =1) (Alle Moden im Grundzustand, bis auf eine A; Mode, die einfach
angeregt ist.) Die Direktproduktdarstellung fiir Anfang- und Endzustand ist

Lol =A1®A; =A;

Dementsprechend muss sich eine der Ortskoordinaten (x, y oder z) als A; transfor-
mieren, damit ein IR-Ubergang erlaubt ist. Aus der Charaktertafel fiir die Gruppe C,,
(s. Tabelle 6.2) ist es zu entnehmen, dass die Funktion z sich als A; transformiert. Es
ist also die einfache Anregung einer A;-Mode durch Infrarotspektroskopie (aus dem
Grundzustand) moglich, die A; Mode des Wassermolekiils ist also IR-aktiv.

Fiir die Raman-Anregung miissen die Produktfunktionen x;x; sich als die entsprechen-
de Mode (hier A;) transformieren. Laut Charaktertafel sind x>, y?, z> Basisfunktionen
fiir die irreduzible Darstellung A, sodass die A;-Mode des Wassermolekiils nicht nur

IR-, sondern auch Raman-aktiv ist.

o ¥, =W¥,(np, = 1) Direktproduktdarstellung fiir Anfangs- und Endzustand ist
FZ ®Fg =By, ®A| = B>.

Da die y-Koordinate sich wie die irreduzible Darstellung B, transformiert, ist ein
IR-Ubergang zwischen dem Grundzustand und diesem Schwingungszustand moglich
(wenn das Licht entlang der y-Achse polarisiert ist), die Bo-Mode ist also IR-aktiv. Die
Produktfunktion yz transformiert sich auch als B;, sodass diese Mode auch Raman-

aktiv ist.

o W,=W,(ns, =1,np,=1) (EinA; und ein B-Mode einfach angeregt.) Die Darstellung
des Endzustandes ist ein Direktprodukt der Darstellungen der zwei angeregten Moden,
sodass

[Tel,=(A1®B))®A =B, ®A; =B;.

Auch diese Mode kann also sowohl mit IR- als auch Raman-Spektorskopie gemessen
werden. (Da es sich aber um eine ,,Zweiphononen‘-Anregung handelt, ist die Anre-

gungswahrscheinlichkeit kleiner als fiir einfache Anregungen.)

o ¥, =WY,(n4, =2) (Eine A;-Mode zweifach angeregt.)
F:@F =(A1®A)RA; =A1®A =A].
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Auch diese Zweiphononemode kann aus dem Grundzustand aus sowohl mit IR- als

auch mit Raman-Anregung angeregt werden.

Satz. In einem inversionssymmetrischen Molekiil sind IR-aktive Moden Raman-inaktiv und

umgekehrt,

Beweis: Bei Punktgruppen mit Inversionssymmetrie werden die Darstellungen als gerade
(g) oder ungerade (u) klassifiziert, je nach dem, ob der Charakter fiir die Inversion positiv
oder negativ ist (Paritiit der Darstellung). Direktmultiplizert man zwei Darstellungen mit der
selben Paritidt, bekommt man eine Darstellung, die gerade ist, oder (wenn reduzibel) die Di-
rektsumme geraden Darstellungen ist (g ® g = g,u ® u = g). Multipliziert man Darstellungen
mit unterschiedlichen Paritéten, ist das Ergebnis ungerade (g ® u = u,u ® g = u). Die Koor-
dinaten (da sie bei der Inversion das Vorzeichen wechseln) transformieren sich immer wie
eine ungerade Darstellung, wihrend die Zweierprodukte der Koordinaten (da ihr Vorzeichen
bei der Inversion nicht veridndert wird) sich immer wie eine gerade Darstellung transformie-
ren. Dementsprechend gibt es keine irreduzible Darstellung fiir eine inversionssymmetrische
Punktgruppe, die sowohl Koordinaten als auch Produkte zweier Koordinaten als Basisfunkti-
on hitte. Es kann also keine der Moden eines inversionssymmetrischen Molekiils gleichzeitig

Raman- und IR-aktiv sein.
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Kapitel 8

Quantenmechanik

8.1 Eigenzustinde als Basis irreduzibler Darstellungen

Definition. Ein Operator O ist invariant gegen die Symmetrietransformationen der Gruppe
4, wenn
O'=ROR'=0 VReG.

Satz. Der Hamiltonoperator eines Systems ist invariant gegen die Symmetrietransformatio-

nen der Punktgruppe des Systems.

Beweis: Die allgemeine Form eines Mehrteilchen-Hamilton-Operators (ohne relativistische

Korrekturen) ist

217,

__72 Zzh‘ "R Zzh‘ ;;|RI—RJ|’
wobei R; und r; die Koordinaten der Kerne und Elektronen angeben. Die Summen mit Grof3-
buchstaben laufen iiber alle Kerne, die mit Kleinbuchstaben iiber alle Elektronen. Z; ist die
Atomzahl des Kernes 1. Die Summe der Laplace-Operatoren ¥; V7 ist invariant gegen jegli-
che Koordinatensystemdrehungen und -spiegelungen. Die anderen Anteile hdngen auch nur
vom Abstand der Teilchen im System ab, sodass sie unverindert bleiben, wenn das System
so auf sich selbst abgebildet wird, dass alle Teilchen mit der gleichen Transformation gedreht

werden.

Definition. Die Gruppe jener Symmetrieoperationen R, mit denen der Hamiltonoperator H

vertauschbar ist, nennt man die (Symmetrie)gruppe des Hamiltonoperators 9.

Die Gruppe ¢ muss nicht nur Punktsymmetrien erhalten (Translation, Zeitumkehr, etc.), wir

werden uns jedoch im weiteren nur auf die Punktsymmetrien beschrinken.

Satz. Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators zu einem bestimmten Eigenwert bilden

eine Basis fiir eine irreduzible Darstellung der Punktgruppe des Hamilton-Operators.
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Beweis: Sei y; eine Eigenfunktion von A
Hy; = &y;.
Wendet man auf beide Seiten eine Symmetrietransformation R aus ¢ an, so bekommt man

R(HY,) = R(ay)
RHy, = &Ry,
ARRyi) = &(Rwi),

wobei die Vertauschbarkeit von R und A ausgenutzt wurde. Es ist also auch Ry eine Eigen-
funktion von H. War y; eine n-fach entartete Eigenfunktion (n > 1), muss die Eigenfunktion,
die zum selben Eigenwert gehort, als eine Linearkombination der n entarteten (und orthonor-

mierten) Eigenfunktionen ausgedriickt werden konnen:

n
Ry; =) T(R);y;.
j=1
Das ist aber gerade die Definition einer Darstellung, sodass die Eigenfunktionen Basis fiir
Darstellungen von ¢ bilden miissen. Schreibt man den Hamiltonoperator auf der Basis der
Eigenfunktionen auf, wird die entsprechende Matrix <1//l’I-AI ‘ l//j> diagonal. Wegen der Ver-
tauschbarkeit von A und R € &y sind auch die Matrizen fiir die Symmetrieoperationen auf
dieser Basis blockdiagonal, wobei die einzelnen Blocke nicht mehr zerlegt werden kénnen.
Dementsprechend sind die Darstellungen, die die Eigenfunktionen y; bilden, irreduzible Dar-

stellungen.

Die einzelnen Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hamiltonoperators konnen mit der
irreduziblen Darstellung charakterisiert werden, fiir die die Eigenfunktion (oder Ei-
genfunktionen, wenn es sich um ein mehrfach entartetes Eigenwert handelt) eine Basis

bilden. Die Dimension der Darstellung entspricht der Entartung des Eigenwertes.

Definition. Wenn ein Eigenwert entartet ist und die Eigenfunktionen eine Basis fiir mehrere
irreduziblen Dartellungen bilden, spricht man von einer nicht symmetriebedingten zufilligen
Entartung. Solche Entartungen losen sich aber meistens auf, wenn man das System ein wenig

mit Beibehaltung der Symmetrie verdndert.

Der Grad der hochsten Entartung wird durch die hochstmogliche Dimension der irreduziblen
Darstellungen fiir die Punktgruppe des Systems bestimmt. Dementprechend kénnen sich z.B.
in Molekiilen mit C,, Symmetrie iiberhaupt keine symmetriebedingt entarteten Eigenzustin-
de bilden.
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8.2 Storungsrechnung

Es soll die Perturbation durch ein Storpotential V auf ein urspriinglich ungestortes System
Hy untersucht werden:
H=Hy+V. 8.1

Wir nehmen an, dass die Losungen yp; des ungestorten Systems schon bekannt sind:

Ho i = €0i Wi

Schreibt man Gleichung (8.1) in der Matrixform in der Basis der Eigenfunktionen des unge-

storten Systems auf, so ergibt sich
H;j = <1I/0i|mll/o]'> = <1I/Oi‘ﬁ0“l/0j> + <W0i“7‘llf0i> = £0;6;j + <1I/0i}‘7‘ll/0j>,

wobei hier ausgenutzt wurde, dass die Eigenfunktionen des hermitischen Operators Hy or-

thonormiert sind.

Aus den vorangehenden Kapiteln ist es bekannt, dass Integrale der Form

Vij = (Wi V | o) (8.2)

nur dann von Null verschieden sein konnen, wenn das Direktprodukt der irreduziblen Dar-
stellungen fiir v, ¥, ; und V die vollig symmetrische Darstellung enthilt. (Siehe Abschnitt

7.2.) Wir wollen diesen Storungsterm fiir zwei verschiedene Fille untersuchen.

8.2.1 Storung mit Beibehaltung der Symmetrie

Wenn die Symmetrie des Hamiltonoperators durch die Stérung nicht verdndert wird (¥, =
“y), so ist auch V mit allen Symmetrietransformationen R der Grupe ¥4, vertauschbar. V ist
also ein invarianter Operator fiir die Gruppe ¥4,, oder anders ausgedriickt, V transformiert
sich wie die vollig symmetrische Darstellung I';. Bildet man also das Direktprodukt der

irreduziblen Darstellungen fiir den Storungsterm (8.2), bekommt man
FTI/m T @Ty, = rf//o,- @ Ly

wobei 'y, und I'y,; die irreduziblen Darstellungen bezeichnen, nach denen die Funktionen
Wo; und Y ; transformiert werden. Die Storungsmatrixelemente V;; werden dementsprechend

nur dann ungleich Null sein, wenn Iy, @'y, die vollig symmetrische Darstellung I'y enthalt.

Satz. Das Direktprodukt der irreduziblen Darstellungen I'; und I'; der Gruppe ¢ enthdilt nur
dann die vollig symmetrische Darstellung, wenn es sich um die selben irreduziblen Darstel-
lungen handelt (I'; =T;).
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Es werden also nur jene Elemente der Stormatrix ungleich Null sein, fiir die yp; und yp,
sich wie die selbe irreduzible Darstellung transformieren. Diese Bedingung lédsst sich sogar
noch ein bisschen verschirfen. Wenn y; sich wie die Zeile m der irreduziblen Darstellung
Fl,,o_,. transformiert, so tut dies auch die Funktion ; = Vl//o j» da V sich als I'; transformiert.
Das Integral <1//0,-}l/70 j> ist aber laut Abschnitt 7.2 nur dann ungleich Null, wenn yp; und
Y, zur selben Zeile der selben irreduziblen Darstellung gehdren. Es kdnnen also nur jene
Matrixelemente von Null verschieden sein, bei denen yp; und y; zur selben Zeile der selben

irreduziblen Darstellung gehoren.

Wechselwirkung der Niveaus

Es soll die Perturbation auf zwei Niveaus im ungestorten System untersucht werden. Wir
nehmen an, dass beide Niveaus zur selben irreduziblen Darstellung gehoren, sodass die Stor-
matrix zwischen ihnen ungleich Null sein kann. Der entsprechende Ausschnitt aus der Ha-

miltonmatrix ergibt sich aus den folgenden Integralen:

Hy = <W01|1:10+‘7‘1V01>2801+<II/01W‘1I/01>
Hyp = (Yoi|Ho+V|w2) = (Wo |V | vwo2)
Hy = (Wo|Ho+V|w) = en+ (Vo |V|voz),

wobei die Orthogonalitit der Wellenfunktion yp; und y» ausgenutzt wurde. Wenn man an-
nimmt, dass die beiden Niveaus nur miteinander und mit keinen anderen Niveaus wechsel-

wirken, dann schaut die Eigenwertgleichung fiir dieses Zweiniveausystem wie folgt aus:

Hyy Hpp c e C1
Hi; Hyp 2 o )

wobei c; und ¢, den Anteil von Yy und g, im Eigenvektor angeben. Das Eigenwertproblem

Hi1—¢€ H
det ! 12 —0.
Hi, Hp-—c¢

Daraus lédsst sich der Wert fiir die beiden moglichen Eigenwerte berechnen:

kann gelost werden, wenn

1 1
& =3 (Hy1 +Hxp) £ 5\/(1111 —H22)2+4H122 (8.3)
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Ist die Storung klein, sodass |H2| << |Hj1 — H»|, dann lésst sich die Wurzel in eine Taylor-

reihe entwickeln, sodass man fiir die Eigenwerte

2
£+ — H11+¢
Hy1 —Hyp

H2
F—— sz_#
Hi1 —Hy»

erhilt. Zeichnet man die Niveaus in Abhingigkeit der durch die Stérung entstandene Kopp-
lung Hi, auf, so sieht man, dass diese sich voneinander entfernen. Auf diesem Ergebnis

basierend kann folgendes ausgesagt werden:

Satz. Eigenwerte, deren Eigenfunktionen zur selben Zeile der selben irreduziblen Darstel-
lung gehoren, stofien sich ab, wenn eine Wechselwirkung zwischen ihnen existiert. Solche

Eigenwerte kreuzen sich also nicht.

Was passiert aber, wenn die Perturbation gerade so wirkt, dass sie das urspriinglich tiefere
Niveau anhebt und das hohere absenkt? Setzt man H,, = kHp; und sucht man in (8.3) nach
dem Minimun der Aufspaltung (Minimum der Wurzel) in Abhiingigkeit von K, so siecht man,
dass diese bei Hj; = Hyy (kK = 1) erreicht wird. Der kleinste Abstand der beiden Niveaus
ensteht also bei einer Perturbation, die H; in Hy; iiberfiihrt. Setzt man entsprechend Hy; =
Hj; in (8.3)

€ = Hy £ |Hp, 8.4)

sieht man, dass der Abstand der Niveaus in diesem Fall 2|H},| betrégt.

Die Wellenfunktionen konnen mit Hilfe des Ansatzes

1
= — +a
728 T (Wo2 + ayn )
1

S — —a
v m(%l Vo)

berechnet werden, wobei Y und y_ die Wellenfunktionen fiir das hoher bzw. tiefer liegen-
des Eigenwert angeben. (Im ungestortem Fall ist o = 0, und Y = ypo, Y— = yp;.) Schreibt
man nun &; mit Hilfe von y; auf, so bekommt man

Vi + o |H| |y +ayn) = (Hi1 +20H + Hy).

8+=<‘l’+’m‘l’+>=;z< T o2
1+« 1+a
Setzt man nun entsprechend der Perturbation Hi| = Hjj, so stimmt dieser Ausdruck bei o0 =1
mit (8.4) tiberein.

Schaltet man also eine Perturbation ein, die die Niveaus zueinander zu schieben versucht,
mischt sich die Wellenfunktion des hoheren Niveaus in die Wellenfunktion des tieferen Ni-

veaus, und umgekehrt.Die maximale Mischung o = 1 wird gerade beim minimalen Niveau-
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abstand erreicht, dann sind die Wellenfunktionen des gestorten Systems
1
yi(e=1) = NG (Wo2 + Wor)

WW=D:=JJW—WA

Wird die Perturbation weiter verstirkt, nimmt o zu, und die Wellenfunktion des unteren Nive-
aus wird mehr und mehr von der Wellenfunktion des urspriinglich hheren Niveaus dominiert

und umgekehrt.

Es soll noch einmal betont werden, dass nur solche Niveaus sich abstoBen, die zur selben
Zeile der selben irreduziblen Darstellung gehoren. Niveaus, die sich wie unterschiedliche
irreduzible Darstellungen transformieren oder zur unterschiedlichen Zeile der selben irredu-
ziblen Darstellung gehoren, wechselwirken nicht miteinander. Dementsprechend kann es in
solchen Fillen durchaus vorkommen, dass sich diese Niveaus bei entsprechender Perturbati-

on kreuzen.

8.2.2 Storung mit Reduzierung der Symmetrie

Hat das gestorte System eine niedrigere Symmetrie als das ungestorte (4 C “9g,), so konn-
ten je nach Symmetrieerniedrigung die mehrdimensionalen irreduziblen Darstellungen, nach
denen sich die entarteten Niveaus (falls vorhanden) im ungestorten System transformierten,
in der niedrigeren Symmetrie reduzibel sein. Da die Eigenfunktionen sich immer als die ir-
reduziblen Darstellungen von ¢ transformieren miissen, werden diese Niveaus im gestorten
System aufgespaltet. Die neu entstehenden Niveaus werden sich nach jenen irreduziblen Dar-
stellungen transformieren, deren Direktsumme die zum urspriinglichen Niveau gehorende in
der niedrigeren Symmetrie reduzible Darstellung ausmacht. Abgesehen von dieser Aufspal-
tung verhalten sich die Niveaus genauso wie im vorigen Abschnitt beschrieben: Niveaus, die
zur selben irreduziblen Darstellung gehoren, kreuzen sich nicht, egal wie grof3 die Stérung

ist.

8.3 Linearkombination von Atomorbitalen

Bei der LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) Methode werden Molekiile und
Festkorper mit Hilfe von Atomorbitalen als Basisfunktionen berechnet, die an den Atomen

im Molekiil zentriert sind:

A

Avi(r) = ewi(r),  wi) = ¥ ciadalr).

Die Summe iiber o lduft tiber die Orbitale im Basissatz. Kennt man die Atomorbitale, so
reduziert sich das Problem auf die Ermittlung der Koeffizienten der einzelnen Orbitale in den

Molekiilorbitalen. Analog zum vorherigen Abschnitt bildet man die Hamiltonmatrix und 16st
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das Eigenwertproblem durch Diagonalisierung. Es muss jedoch beachtet werden, dass die
an verschiedenen Atomen zentrierte Orbitale aufeinander nicht orthogonal sind, sodass das

verallgemeinerte Eigenwertproblem gelost werden muss:
ZHaﬁCiﬁ = SiZSa'yCi'y,
B Y

wobei

Hop = (9al|H|0p)
Say = (9a|Py)-

Sowohl H als auch § sind mit allen Symmetrietransformationen der Gruppe des Hamiltonians
vertauschbar:
HR=RH SR=RS VRcEY.

Analog, wie im Abschnitt 6.2 fiir die dynamische Matrix, macht hier eine Basis, die die Sym-
metrietransformationsmatrizen blockdiagonal macht, auch H und S blockdiagonal, sodass die
rechenaufwendige Diagonalisierung blockweise ausgefiihrt werden kann. Um diese Basis zu
finden, muss man die Darstellung fiir &y, die sich auf der Basis der Atomorbitale ergibt,
reduzieren, und mit den Projektionsoperatoren die Basis fiir die irreduziblen Darstellungen

herausprojizieren.

Beispiel: HyO-Molekiil mit minimaler Basis: Die Basis soll von jenen Atomorbitalen gebildet
werden, die im neutralen Atom mit Valenzelektronen besetzt sind: 1s Orbitale an den zwei
Wasserstoffatomen (s;, s2), 2s Orbital und die drei 2p Orbitale am Sauerstoffatom (so, xo,
Yo, zo)- Untersucht man nun, wie die Symmetrieoperationen der C,, Gruppe diese Orbitale

ineinander transformieren, so ergibt sich eine Darstellung

51
52
S0
R = (517527SO7XO;YO;ZO) F(R)
Xo
Yo
20
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mit folgenden darstellenden Matrizen:

1 000 0O 010 0 0 O
01000O0O0 1 00 0 0 O
I(E) = 001000 [(G) = 001 0 0 O
0001O0O0 000 -1 0 O
000O0OT1OPO 000 0O —-10
000 O0O01 000 0O 0 1
1 000 0 O 010 0 0O
0100 0 O 1 00 0 0O
(Gy) = 0010 O O I(o,,) = 001 0 0O
0001 0 O 000 -1 00O
000O0 —-10 000 0 10
00O0O0 O 1 000 0 01

Die Charaktere dieser Darstellung sind in Tabelle 8.1 zusammengefasst.

Coy ‘ E & ok oy
rje o0 4 2

Tabelle 8.1: Charaktere fiir die Gruppe C,, mit einer minimalen LCAO-Basis eines H;O-Molekiils.
Die Darstellung lisst sich mit Hilfe von (4.4) auf die irreduziblen Darstellungen
I'=3A,9B;$2B,

reduzieren. Projiziert man die Basisfunktionen mit dem Projektionsoperator (6.8) heraus, so

bekommt man folgende unabhéngige Basisfunktionen:

PAlsl o< §S1+5
PAlSO o« 50
PYzo = 29
PBle <  XQo
Pstl o< §1— 82

PPyo =< yo

Schreibt man die Matrizen H und S in dieser Basis auf, werden sie blockdiagonal. Es entsteht
ein 3 x 3 Block fiir die drei A; Darstellungen, ein 1 x 1 Block fiir die By Darstellung und ein

2 x 2 Block fiir die zwei B, Darstellungen. Diese Blocke konnen nun einzeln diagonalisiert
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werden. Fiir den A| Block miisste man zum Beispiel die Eigenwertgleichung

Csi+s Csi+sy

A Al A
HY | o | =ehsh | e
CZO CZO

16sen, wobei €41 die drei Eigenwerte angibt, die sich aus dieser Eigenwertgleichung fiir die
Molekiilorbitale ergeben, die sich als die irreduzible Darstellung A; transformieren. Die Ko-
effizienten cy, 45,, sy, €z, geben die Anteile der entsprechenden Basisfunkionen in den Mo-

lekiilorbitalen an, und die Matrizen H4! und S4! enthalten die folgenden Integrale:

<S1 +s2|H|sy +Sz> <S1 +s52|H So> <S1 +S2‘I:1‘So>
HY = | (solA|si+s52)  (solH|s0)  (s0[Hls0)
<S0‘I:I‘S1+Sz> <So I:I So> <S0‘I:I‘So>

(s1+s2]s14s2) (s1+s2)s0) (s1+s2]50)
sh=1  (solsi+s2)  (solso)  (so|so)
(sofsi+s2)  (solso)  (solso)
Fiir die irreduziblen Darstellungen B; und B, muss man analog vorgehen. Molekiilorbitale
mit einer bestimmten irreduziblen Darstellung werden immer aus der Linearkombination von

(symmetrieadaptierten) Basisfunktionen der selben Darstellung erzeugt.

Da die Matrixdiagonalisierung als N° skaliert, wobei N die Anzahl der Zeilen bzw. Spalten
bezeichnet, bringt eine derartige Zerlegung bei groffen Systemen beachtliche Geschwindig-

keitsvorteile.
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Kapitel 9

Darstellungen von O(3)" und O(3)

9.1 Darstellungen von O(3)"

Satz. Die orthogonalen 3 X 3-Matrizen, deren Determinante 1 ist, bilden mit der Matrixmul-

tiplikation als Operation eine Gruppe (die sogenannte O(3)*-Gruppe).'

Diese Gruppe enthilt alle Drehungen des dreidimensionalen Raumes, die eine Kugel auf sich
abbilden. Da die Determinante der Matrizen +1 sein muss, sind nur solche Transformatio-
nen in der Gruppe O(3)™" enthalten, die die Drehung der Koordinatenachsen nicht verdndern
(rechtsdrehend bleibt rechtsdrehend). Es sind also nur reine Drehungen, aber keine Inversion,

Spiegelungen oder Drehspiegelungen enthalten.

Satz. Der Laplace-Operator ist mit jeder Symmetrieoperation der Gruppe O(3)" vertausch-
bar:

0> 9> 09?
VZR=RV? VYRecO(3)" <V2:2+2+2>_
X y Z

Da die Operatoren der Gruppe O(3)" mit dem Laplace-Operator vertauschbar sind, haben
sie mit diesem Operator ein gemeinsames System von Eigenvektoren. Die Losungen des

Eigenwertproblems von V2 sind aber bekannt:

Viy =Ey — v =Y"(,9) = sin™ ¥ P"(cos 9)e™?,

wobei ¥/ die sogenannten Kugelfunktionen sind. P bezeichnet die assoziierten Legendre-
Polynome. Die Variablen ¥ und ¢ geben die Polarwinkelkoordinaten an. Es wurde ange-
nommen, dass das System kugelsymmetrisch ist. Der Index [ kann Null oder ganzzahlige
positive Werte annehmen (/ = 0,1,2,...), wihrend m bei einem bestimmen / ganzzahlige

Werte zwischen —/ und / annehmen kann (m = —1,...,1).

Die Eigenwerte des Laplace-Operators mit einem bestimmten / sind 2/ 4 1-fach entartet:

VY (9, 0) = EY"(8,0)  m=—1,...,1

IDiese Gruppe wird oft auch als SO(3) genannt.

59



Wegen des gemeinsamen Eigenvektorsystems bilden die Eigenfunktionen von V? (¥;") auch
eine Basis fiir die Darstellungen von O(3)". Wirkt man zum Beispiel mit R € O(3)" auf eine
Eigenfunktion von V2 mit einem bestimmten /, erhilt man wegen der Vertauschbarkeit eine
Eigenfunktion mit dem selben Eigenwert E;, die dann aber entweder eine von den Kugelfunk-
tionen sein muss, die zum selben Energieeigenwert E; gehoren, oder eine Linearkombination
von denen: l

RY"(0,9)= Y D'R)wa¥" (8,9) ReY, ©.1)

m=—1

wobei D' (R),,, die Koeffizienten der Linearkombination fiir ein bestimmtes Element R und
fiir einen bestimmten Wert von / angeben. Laut Definition bedeutet dies aber gerade, dass
die Kugelfunktionen Basis fiir verschiedene Darstellungen von O(3)* bilden. Diese Aussage

lasst sich noch mit Hilfe des folgenden Satzes verfeinern:

Satz. Die Kugelfunktionen Y|" bilden Basis fiir alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe
o(3)".

Die verschiedene [ Werte in (9.1) indizieren die moglichen irreduziblen Darstellungen von
O(3)". Die Dimension der Darstellungen ist jeweils 2/ + 1, sodass die Gruppe O(3)" nur
Darstellungen mit ungerader Dimension hat.

Es sollen nun die Charaktere dieser Darstellungen bestimmt werden. Eine Drehung Ry () um

eine beliebige Achse w mit dem Winkel y kann auch als Nacheinanderfolge dreier Drehungen
Ry(y) =A"'R:(7)A

ausgefiihrt werden, wobei A eine Drehung angibt, die die Achse w in die z-Achse dreht, und
R.(y) die Drehung um die z-Achse bezeichnet. Sowohl A als auch A~! sind Elemente der
Gruppe O(3)™". Die Charaktere lassen sich dann als

1 (Ru(7)) = %' (A'R(1)A) = %' (R(Y))

aufschreiben, wobei ausgeniitzt wurde, dass R.(y) und Ry(Y) zueinander konjugiert sind, und

dass die Charaktere zueinander konjugierter Elemente gleich sind.

Aus der Definition der Kugelfunktionen (9.1) ist es ersichtlich, dass

R(VY/"(8,0) =Y/"(8,0—7) =Y/"(8,0)e",

sodass die darstellende Matrix fiir die irreduzible Darstellung mit dem Index / eine Diago-
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nalmatrix sein muss, wobei in der Diagonale die Faktoren €™ stehen (m = —1,...,1):

e_i(_l)y
e i(=1+1)y
efﬂy

Berechnet man die Spur der Matrix, so bekommt man fiir den Charakter der Drehung um ¥:

[ . i |+ 1
A=Y "= Sms[i;(l 21 9.2)

Y)

[}

m=—I

Da alle Drehungen mit dem selben Winkel sich in der selben konjugierten Klasse befinden,
gibt es per Winkel eine konjugierte Klasse. Da aber der Drehwinkel ein kontinuierlicher
Parameter zwischen 0 und 7 ist,? ist die Charaktertafel auch ,kontinuirlich“ (siehe Tabelle
9.1).

oB3)" | E R(y) R(Y)
D’ S|1 1°(7) 2°(7)
D' P|3 x'(7) x'(7)
D> D|5 1(7) 1Y)
D> F |7 2(7) X (Y)
D* G|9 x4(y) x24(7)

Tabelle 9.1: Charaktertafel der Gruppe O(3)". Es gibt fiir jeden Drehwinkel zwischen 0 und 7 eine
konjugierte Klasse. Der Charakter fiir den Drehwinkel y in Darstellung D' kann mit Formel (9.2)
berechnet werden. In der zweiten Spalte stehen die alternativen (spektroskopischen) Bezeichnungen
der irreduziblen Darstellungen.

9.2 Darstellungen der Gruppe O(3)

Die Darstellungen der Gruppe O(3) lassen sich sehr leicht erzeugen, wenn man bedenkt, dass
O(3) ein Direktprodukt der Gruppe O(3)" und der Gruppe S, ist:

0(3)=0(3)"®S,={RR|Re 03)";R € {E,i}}.

Beim Direktprodukt zweier Gruppen miissen auch die Charaktertafel direktmultiplizert wer-

den. Die Charaktertafel fiir die Gruppe S, ist in Tabelle 9.2 zu sehen. Aus dem Direktprodukt

ZLisst man alle mogliche Richtungen im Raum als Drehachsen zu, muss der Drehwinkel auf 0 < y < &
eingeschrinkt werden, um jede Drehung nur einmal zu zdhlen. Das Ergebnis einer Drehung mit dem Winkel
7+ & um die Achse w ist ndmlich gleich dem Ergebnis einer Drehung mit 7 — § um die Achse —w.
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der beiden Charaktertafel entsteht die Charaktertafel fiir die Gruppe O(3), die in Tabelle 9.3

angegeben ist.

Sz E l
Ag | 11
Ay | 1T -1

0(3) |E R(y) ... R(Y) i iR(y) iR(Y)
Dy S |1 2°(7) 2°(Y) 1 1°(7) 1Y)
D% P |3 x'(7) x'(Y) 3 x'(7) x'(Y)
D; Dg |5 12 (7) 1Y) 5 x2(7) x(7)
D, F |7 2 (7) 1Y) 7 27 1Y)
Dy Gg|9 x4(y) 1Y) 9 x4(y) 1Y)
DY S, |1 x°(y) ) .. -l —x°(7) —x°(7)
D, P, |3 X' (7) () ... =3 —x'(7) —x'(Y)
D2 D, |5 X (7) () ... =5 —x*(7) —x*(7)
D} F, |7 () o) .. 7 —x(7) 1Y)
Dy G, |9 1Y) YY) .. -9 —x*(7) A

Tabelle 9.3: Charaktertafel der Gruppe O(3).

Es gibt zwei Gruppen von Darstellungen fiir O(3). In der ersten Gruppe sind die Charaktere
fiir die Elemente, die eine Inversion beinhalten, gleich den Charakteren der Elemente ohne
Inversion. Diese Darstellungen nennt man gerade Darstellungen und bezeichnet mit einem
,»2“im Index. Die Darstellungen, bei denen die Charaktere der Elemente mit Inversion ein ne-
gatives Vorzeichen bekommen, nennt man ungerade Darstellungen. Diese werden meistens

mit einem Index ,,u* versehen.
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Kapitel 10

Doppelgruppen

10.1 Die SU(2)-Gruppe

Wie im vorigen Kapitel besprochen, sind die Kugelfunktionen Y;"' (¢, @) die Basisfunktionen
der irreduziblen Darstellungen der O(3)*-Gruppe. Sie sind auch gleichzeitig Eigenfunktio-

nen der Drehimpulsoperatoren L? und L.:
Py =1(+0y"  bzw.  LY"=my",

wobeil/=0,1,...,m=—I,... [, sodass der Drehimpuls und dessen z-Komponente nur ganz-

zahlige Werte annehmen kann.

In der Quantenphysik kommen jedoch auch halbzahlige Drehimpulse vor. Bekanntes Bei-
spiel ist der Spin eines Elektrons, der einen halbzahligen Drehimpuls verursacht. Es ldsst
sich zeigen, dass die Systeme mit halbzahligem Drehimpuls mit den irreduziblen Darstel-
lung der Gruppe SU(2) verkniipft sind. Diese Gruppe besteht aus 2 x 2 unitiren Matrizen,

deren Determinante gleich eins ist.

Solche Systeme konnen ungewdohnliche Eigenschaften gegen die rdumlichen Symmetrie-
transformationen aufweisen. Aus der Quantenmechanik sollte es bekannt sein, dass zum
Beispiel die Richtung des Elektronspins umgekehrt wird, wenn man eine 27-Drehung um
eine beliebige Achse ausfiihrt.

Es wird hier auf eine mathematisch detailierte Herleitung der irreduziblen Darstellungen der
SU(2)-Gruppe verzichtet. Um jedoch den entsprechenden Satz iiber die Charaktere dieser
Darstellungen zu motivieren, soll das Verhalten der Charaktere der Darstellungen von O(3)
aus (9.2) gegen eine 27-Drehung untersucht werden. Dabei sollten auch halbzahlige /-Werte

erlaubt sein, obwohl diese zu keinen irreduziblen Darstellungen von O(3) gehoren:

sin[(I+ 1) (o +2
¥ (o4 2m) = Kgm(zg,g; ) m] _
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Nimmt man also die Charaktere mit ganzzahligem / (Charaktere der irreduziblen Darstel-
lungen von O(3)), so dndert sich der Charakter mit der 27-Drehung nicht. Fiir halbzahlige [

Werte wechselt er jedoch das Vorzeichen. Fiihrt man eine Drehung um 47 aus
X' (a+4m) =1 (a),

so bleibt der Charakter auch fiir halbzahlige /-Werte unveréndert.

Satz. Die Charaktere der Drehungen an Systemen mit ganzzahligem (I = n) und halbzahli-

gem (Il =n+ % ) Drehimpuls lassen sich als

berechnen.

10.2 Doppelgruppen

Will man nun die Symmetrieeigenschaften von Systemen mit halbzahligem Drehimpuls un-
tersuchen, muss man die urspriinglichen Punktgruppen erweitern, da C(27) keine Identitit

mehr ist. Dazu fiihrt man das neue Element
R=C(2m)

ein. Die Identitit E entspricht der Drehung C(47). Die Punktgruppen werden dann erweitert,
indem man jedes Element sowohl mit der Identitit, als auch mit der neuen Drehoperation R

multipliziert. Diese erweiterten Punktgruppen sind die sog. Doppelgruppen.

Beispiel: Die Doppelgruppe C3,, die durch die Erweiterung von Csy entsteht, enthilt die
Elemente
Cékv = {E>C37C%a Oy10v2, O-V3>R7C3R7C§Ra O-VIRGVZRa GV3R}'

Die konjugierten Klassen werden mit der selben Methode gebildet, wie bei den normalen
Punktgruppen. Es muss allerdings beachtet werden, dass die 27-Drehung nicht £ sondern R

gleicht. So ist zum Beispiel
C3C2 = C3C3C2 = G3C3 = G3R.
Ahnlich ist C; ! nicht C2, sondern C2R.
Die konjugierten Klassen der C3, Gruppe sind demnach die folgenden:
{E},{R},{C3,RC3},{C3,RC3},{0v1, 012,03}, {0vIR, 0\2R, Ou3R}.
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Mit der Zunahme der konjugierten Klassen nimmt auch die Anzahl der irreduziblen Darstel-
lungen zu. Die Darstellungen der normalen Punktgruppen bleiben erhalten. Da die Basis-
funktionen dieser Darstellungen invariant gegen C(27) sind, gehort in diesen Darstellungen
zu einem beliebigen Element A und zum Produkt AR der selbe Charakter. In den neuen Dar-
stellungen haben die Charaktere fiir A und AR entgegengesetztes Vorzeichen. Die Transfor-
mationseigenschaften eines Elektrons wird durch irreduzible Darstellung mit dem Index %

beschrieben.

Als Beispiel sind die irreduziblen Darstellungen der C3, -Gruppe in Tabelle 10.1 gegeben:

Ci, |E R ¢ C 30, 30,R
CiR GiR
A 111 1 1
A |11 1 | T |
E |2 2 -1 -1 0
Ep|2 2 1 -1 0 0
Exp |1l -1 -1 1 i .
Epl 1 -1 -1 1 -i i

Tabelle 10.1: Darstellungen der Doppelgruppe C3,. Die letzten zwei eindimensionalen Darstellungen
werden unter dem Namen E3/, zusammengefasst.

Gibt es zwei Darstellungen, die zueinander komplex konjugiert sind, werden sie oft unter
einem Namen (als eine Darstellung mit der doppelten Dimension) zusammengefasst. Der
Grund dafiir liegt in der Tatsache, dass eine Wellenfunktion selbst keine makroskopisch mess-
bare Grof3e ist, nur ihr Betragsquadrat. Bei einer makroskopischen Messung kann man also
nicht feststellen, ob eine Wellenfunktion ¥ durch eine entsprechende Symmetrieoperation in
iy oder in —iy iibergeht. Man findet also physikalisch eine zweifache Entartung, obwohl die

entsprechenden Darstellungen im mathematischen Sinne unterschiedlich sind.
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Kapitel 11

Multipletts der
Mehrelektronenspektren

Der Hamiltonoperator fiir ein Atom mit mehreren Elektronen kann, sofern man von den re-

lativistischen Effekten nur die Spin-Bahn-Kopplung beriicksichtigt, als

N A A N/ 1, Z
A=Hy+Hc+Hso= | Y | —5Vi—— +
l

j=1

1Y X 1
+ EZ Z |l‘i—l‘j‘

i=1 j#i=1

N
) C(|r,-|)i,-§j]
J=1

(11.1)
aufgeschrieben werden. Hy ist der Hamilton-Operator fiir nicht wechselwirkende Elektronen,
Hc beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung und Hsq gibt die Spin-Bahn-Kopplung an. Die
Anzahl der Elektronen im System ist N. I; und §; sind die Bahn- und Spindrehimpulsoperato-
ren der einzelnen Elektronen, und { ist eine radialsymmetrische Funktion. Gesucht wird die
von den Raum- und Spinkoordinaten der Elektronen abhingige Mehrteilchenwellenfunktion

Y(r;sy,r8y,...,rysy), die die Eigenwertgleichung
HY¥(r;sy,...,rysy) = E¥(risq,...,rysy)

erfillt.

11.1 Unabhingige Elektronen

Lisst man die Coulomb- und die Spin-Bahn-Wechselwirkung der Elektronen aufler acht,

muss die Schrédinger-Gleichung fiir ein System unabhéngiger Elektronen gelost werden:

N
Ho¥(r;sy,...,rysy) = (Z h,~> Y(risy,...,rysy) = E¥(risy,...,.rysy),

wobei
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der Hamiltonoperator fiir ein Elektron in einem kugelsymmetrischen Coulombfeld ist. Da der
Hamiltonoperator des Systems Ay die Summe der Einteilchenoperatoren ist, und keine Kopp-
lung zwischen den Teilchen besteht, kann die Mehrteilchenwellenfunktion ¥(r;sy,...,rysy)

als Produkt der Eigenfunktionen der Einteilchenoperatoren aufgeschrieben werden:

N
Wy vy (s, oevsy) = [Jww(ri),  wobei Ay, (i) = &y, (ry). (11.2)
i=1

Die Haupt-, Neben-, magnetische und Spinquantenzahlen der einzelnen Elektronen werden
im Index v erfasst:

v =(n,l,m,my).
Die Einteilchenwellenfunktionen kénnen als Produkt einer raumkoordinatenabhéngigen Funk-

tion @y, (r) und einer spinabhingigen Funktion x,, (s) aufgeschrieben werden:

W (X0 8i) = Quitim; (X1) Xom, (1), (11.3)

wobei die raumabhingige Funktion das Produkt einer radialsymmetrischen Funktion und

einer Kugelfunktion ist:
q)nilimi(ri) = Rnili(|ri|)Yl:-ni(1‘9[7 (pl)

Die Mehrteilchenwellenfunktion Wy, .y, kann durch die Quantenzahlen der einzelnen Elek-
tronen charakterisiert werden. Wegen des Pauli-Prinzipes miissen die Wellenfunktionen von
Mehrelektronensystemen gegen Vertauschung zweier Elektronen antisymmetrisch sein, so-
dass man statt (11.2) ein antisymmetrisiertes Produkt in Form einer Slater-Determinante neh-

men muss:

Vv (rist) ..y (ris)
\PVI...VN(rlslw")rNSN):W : ’ :

Wy, (rasy) oo Wy, (rasy)

Der Kommutator des Einteilchenhamiltonoperators mit dem Bahndrehimpuls ist Null
[hi,1;] =0,
deshalb sind die Wellenfunktionen y,, Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators:

P2 WYailimim,, = Li(li + 1) Watim,

lzllln,-l,-m,-msi = MiVYlmm,
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Dasselbe gilt auch fiir den Spin

[hi,8] =0,
sodass
1.1
2
N llln,-l,'m,'msl, - E(E + l)llfnlmrm
§Z'~I/n,-l,-m,-msl, = MsWYnlmm,

Da das System aus unabhingigen Elektronen besteht, ist auch der Mehrteilchen-Hamilton-
Operator mit den Operatoren fiir die Bahn- und Spindrehimpulse der einzelnen Elektronen
vertaushbar

[Ap,1] =0 und[Hp,&] =0.

Dementsprechend befindet sich in dieser Ndherung jedes Elektron des Mehrteilchensystems

in Bahndrehimpuls- und Spineigenzustand.

11.2 Elektronen mit Couomb-Wechselwirkung

Betrachtet man die bislang vernachlédssigte coulombsche Wechselwirkung zwischen den
Elektronen, so muss die Mehrteilchenwellenfunktion W(r;si,...,rysy) die Eigenfunktion
des Hamiltonoperators

H= I:Io + I‘AIC
sein, wobei die Ay und Hc in Gleichung (11.1) definiert sind. Die Operatoren der elektrosta-

tischen Wechselwirkung und des Bahndrehimpulses der einzelnen Teilchen sind nicht mit-

i

v —r;|’

einander vertauschbar

dementsprechend sind die einzelnen Teilchen dieses Systemes nicht mehr in Drehimpulsei-
genzustand
[FAI() —l-l:lc,ii] = 0.

Der Gesamtbahndrehimpuls des Systems

i—-Yi

=

Jj=1

ist hingegen mit dem Hamiltonoperator vertauschbar

[I:IQ—}—I:](j,IZ] =0.
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Es miissen also die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators auch Drehimpulseigenfunktio-
nen sein, sodass jeder Zustand, der auftreten kann, einen scharf bestimmten Gestammtdre-
himpuls (mit Lingenquadrat L(L+ 1) und z-Komponente M) besitzten muss:

I:z‘P(rlsl,...,rNsN) = L(L—i—])‘{’(l'lsl,...,I‘NSN)

iZlP(l'lsl,. .. 7I'NSN) = M‘I‘(rlsl,. .. ,I'NSN).

Es ist auch der Gesamtspinnoperator
N
S= Z §;
j=1
mit dem Hamiltonoperator vertauschbar
[I:IO —|—I‘Alc,S] =0,

sodass die Mehrteilchenwellenfunktion W(r;sy,...,rysy) auch eine Eigenfunktion des Ge-
sammtspinoperators sein muss, und dementsprechend dieses System in jedem Zustand einen

scharf definierten Gesamtspin besizten muss

S’Z‘P(rls],...,rNsN) = S(S+1)¥(risy,...,rysy)

A

S;¥(risy,...,rasy) = MWP(risy,...,rysn).

Wegen der Hermitizitit der Hamiltonoperatoren kann man jede Eigenfunktion eines gestorten
Systems (hier ein System mit elektrostatischer Wechselwirkung zwischen den Elektronen) als
Linearkombination der Wellenfunktionen des ungestorten Systems aufschreiben. Die Line-
arkombinationen miissen jedoch so gebildet werden, dass die entstehende Wellenfunktionen
Eigenfunktionen von L und S sein miissen. Da in den Losungen des ungestdrten Systems der
raumliche Anteil und der Spinanteil der Wellenfunktionen separiert ist (s. (11.3)), und der
Hamiltonoperator Hy + Hc den Spinoperator explizit nicht enthilt, kann man getrennt aus
den rdumlichen Anteilen Linearkombination fiir den Drehimpulseigenzustand und aus den
spinabhingigen Anteilen Linearkombination fiir den Spineigenzustand machen. Das sollte

hier fiir den Fall mit zwei Elektronen kurz wiederholt werden.
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11.2.1 Zwei indquivalente Elektronen

Laut dem Satz der Drehimpulsaddition kann man die Produkte von zwei Einteilchenfunktio-

nen, die Eigenfunktionen des Einteilchendrehimpulsoperators sind

Qum (r1) = L(h+1)@m (r1)
iz(Pllm1 (r1) = mi@um(r)
Bopm(ra) = hL(b+1) @, (r2)
L@y (r2) = M@y, (r2),

zu Zweiteilcheneigenzustinden von L? und L, linear kombinieren. Die entstehenden Funk-

tionen ®,, habe dabei die folgenden Eigenwerte:

z,zq)LM(l‘l,l‘z) = L(L—i—l)(l)LM(l‘],rg) L:‘ll—lz|,...,ll+lz
iztbLM(rl,rz) = M(I)LM(rl,l'z) M:—L,...,L.

Ganz analog kann man aus dem Produkt zweier Einteilchen-Spinfunktionen s, m,, (S1)Xs, ms, (s2)

§%XS1ms1 (s1) = si(s1+1)%sim, (51)

$1.Xsimy, (81) = 15 Xsym, (S1)

f%%szmsz (52) = 5 (SZ + I)Xnmsl (Sl)
(s2)

SAZZXSstZ $2) = mSZstmsz (SZ)

Eigenfunktionen des Gesammtspinnes (Hsy) mit folgenden Eigenwerten erzeugen:

§2HSMS(51,SQ) = S(S—I— I)HSMS(Sl,Sz) S = ’S] —52|, R e i )
S Hspg(s1,82) = MHsy(s1,52) Mg=-S§,...,S.

Die Zweiteilchenwellenfunktionen bekommt man dann, indem man die Funktionen ®;;, und

Hgpy, zusammenmultiplziert.

Beispiel: np'n’ p!-Konfiguration (zwei p-Einteilchenfunktionen, die zur verschiedenen Haupt-
quantenzahlen gehoren): [y =1, =1, s; = %, Sy = % Der raumliche Anteil der Zweiteil-
chenfunktion, die aus dem Produkt der raumabhéngigen Anteile der Einteilchenfunktionen

erzeugt wird, muss eine Drehimpulsquantenzahl
L=\ —bLl|,....h +1h,=0,1,2
haben, wihrend der spinabhédngiger Anteil die Spinquantenzahl
S=ls1—s2|,...,[s1+52/=0,1

70



haben muss. Da die Zweiteilchenwellenfunktion ein Produkt dieser beiden Anteile sein muss,

kann sie jede beliebige Kombination der angegebenen Drehimpulse und Spins enthalten.

In der spektoskopischen Notation werden die Mehrteilchenwellenfunktionen mit der Notati-
on 2*1 L bezeichnet, wobei links oben die Spinentartung (Spinmultiplizitit) der Wellenfunk-
tion angegeben wird, und L= S,P, D, F,G, ... den Bahndrehimpuls angibt (§=0,L=1,...).
In dieser Notation kann aus der Kombination zwei p-artiger Einteilchenwellfunktionen ei-
ne Zweiteilchenwellenfunktion erzeugt werden, die zu einem der folgenden Termen gehoren
muss:

15(1),38(3),'P(3),°P(9),'D(5),>D(15).

Die Zahlen in den Klammern geben die Entartung der einzelnen Zustidnde an. Die Entartung
ist das Produkt der Entartung des rdumlichen Anteiles (Entartung der Drehimpulses) und der
Entartung des Spinanteiles. Ein Drehimpuls mit der Quantenzahl L ist 2L + 1-fach entartet
M=-L,...,L).

Die Gesammtanzahl der Zustinde ist 36. Genau diese Zahl bekommt man durch die Uberle-
gung, dass ein Elektron 6 verschiedene Moglichkeiten hat, ein p-Orbital zu besetzen, wenn
man den Spin auch beachtet. Es gibt also fiir die Besetzung zweier voneinander unabhéngi-

gen p-Orbitale mit jeweils ein Elektron 6 - 6 = 36 Moglichkeiten.

11.2.2 Zwei dquivalente Elektronen

Will man die Transformationseigenschaften der Zustinde untersuchen, die sich fiir zwei
Elektronen auf dem selben Orbital ergeben, muss man dhnlich vorgehen wie im letzten Ab-
schnitt. Die mdglichen Drehimpulse und Spins, die die Zweiteilchenwellenfunktion haben
kann, sind genau die selben, wie im Fall der indquivalenten Elektronen. Allerdings ist nicht

jeder Spin-Drehimpuls-Kombination erlaubt, da das Pauli-Prinzip beachtet werden muss.

Beispiel: np?-Konfiguration (zwei Elektronen auf p-Orbitalen mit gleicher Hauptquanten-
zahl). Tabelle 11.1 zeigt die moglichen Anordnungen, wie man zwei Elektronen auf p-
Orbitalen mit der selben Hauptquantenzahl anordnen kann. Zusitzlich sind fiir jede Kon-
figuration die z-Komponenten des Gesammtbahndrehimpulses und des Gesammtspins ange-
geben. (Da L, = YV f, bzw. §, =YV, §;, miissen die Werte m und m; fiir die einzelnen

Elektronen nur addiert werden.

Es soll nun untersucht werden, welche Dreihimpuls- und Spineigenzustinde (mit welchen
L und S) aus Zweiteilchenfunktionen mit diesen M und Ms-Werten erzeugt werden kdnnen.
Der hochste Wert fiir die z-Komponente des Bahndrehimpulses ist M = 2, sodass der dazuge-
horende L zwei sein muss. Beim M = 2 kommt nur Mg = 0 vor, sodass zu diesem Bahndre-
himpuls nur ein § = 0 Spin gehoren kann. Es ist also ein ! D Zustand. Zum L = 2 gehéren die
z-Komponenten M = 2,1,0,—1,—2, sodass man in der Tabelle die fiinf entsprechenden Zu-

stdnde zu diesem spektroskopischen Term zuordnen kann. Die Zuorndung ist nicht eindeutig,
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m +1 0 -1 M=Ym M,=Ym,

1 1|1 1|1 1
Ms |2 —2 12 7212 73

+ o+ 2 0 'D

+ + 1 1 3p

+ + 1 0 'D

+ + 0 1 3p

+ + 0 0 'D

+ |+ 1 0 ’p

+ + 1 -1 3p

+ + 0 0 3p

+ + 0 -1 3p

+ o+ 0 0 Is

+ + -1 1 3p

+ + -1 0 'D

+ |+ -1 0 3p

+ + -1 -1 3p

+ o+ 2 0 'D

Tabelle 11.1: Mogliche Besetzung von p-Orbitalen mit zwei Elektronen. In der letzten Spalte ist an-
gegeben, zu welchem spektroskopischen Term die einzelnen Zustinde zugeordnet werden konnen.

da es z.B. mehrere Zustinde mit M = 0, Mg = 0 existieren. Da es hier nur um das Abzédhlen

der Zustinde geht, ordnen wir willkiirlich einen von denen dem entsprechenden Term zu.

Danach soll untersucht werden, welche Drehimpuls- und Spineigenzustinde aus den restli-
chen Konfigurationen erzeugt werden konnen. Hochter M-Wert ist 1, sodass es sich um einen
L = 1-Zustand handeln muss. Dazugehorender hochster Ms-Wert in der Tabelle ist 1, es han-
delt sich also um ein Spin-Triplett (S = 1), mit den moglichen z-Komponenten Mg = 1,0, —1.
Es ist also ein 3P-Zustand. Man muss von der Tabelle insgesammt 3 x 3 Konfigurationen
streichen bei denen M = 1,0,—1 und Mg = 1,0, —1. Es bleibt dann nur ein einziger Zustand
ibrig, bei dem M = 0, Mg = 0. Es handelt sich also um einen Spin-Singlett Zustand, mit
L = 0, in der Spektroskopichen Notation: 'S.

Aus den Produktfunktionen von zwei Einteilchenwellenfunktionen mit p-Charakter kann
man also mit Beachtung des Pauli-Prinzipes, wenn die p-Orbitale die selbe Hauptquanten-
zahl haben, solche Zweiteilchenwellenfunktionen bilden, deren Spin und Bahndrehimpuls

durch folgende spektroskopische Terme beschrieben ist:
'D(5),*P(9),"8(1).

In Klammern wurde die Entartung der einzelnen Zustéinde angegeben. Dies muss der Anzahl
der Moglichkeiten entsprechen, wie man zwei ununterscheidbare Objekte auf 6 verschiedene
Plitze verteilen kann (p-Orbital ist dreifach entartet, jeweils mit Spin auf und ab), also 6 -
5/2=15.
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11.3 Elektronen mit Spin-Bahn-Kopplung

Nimmt man zu der elektrostatischen Wechselwirkung der Elektrone auch die Spin-Bahn-
Kopplung dazu
H = Hy+ Hc + Hso,

so stellt sich heraus, dass die Figenfunktionen des Hamiltonoperators weder einen scharfen

Gesammtbahndrehimpuls noch einen scharfen Gesammtspin haben miissen:
[ﬁo-i-l:lc —l—l:lso,]:} #0 [I:Io—i-I‘A]C +I:150,S} #0.

Bildet man jedoch den Gesammtdrehimpuls des Systems J = L + S, bekommt man eine

GroBe, die mit dem der Hamiltonoperator vertauschbar ist:
[Ho+ Hc + Hso,J] = 0.

Die Mehrteilchenwellenfunktionen miissen also einen scharfen Gesammtdrehimpulswert ha-
ben, ohne dass der Gesammtbahndrehimpuls und der Gesammtspin scharf bestimmt wire.
Die moglichen Werte fiir J konnen wieder durch den Additionssatz der Drehimpulse be-

stimmt werden. Fiir zwei Elektronen gilt:
J=L+S = J=|L-S|,....|L+S|

Ist die Spin-Bahn-Kopplung klein, kann diese als Perturbation gegeniiber der elektrostati-
schen Wechselwirkung betrachtet werden, bei der die Spin-Bahn-Kopplung die entarteten
Zustinde aufspaltet. Es lédsst sich einsehen, dass keine Zustinde aufgespaltet werden, bei
denen S =0 oder L =0.

Beispiel: np?-Konfiguration mit Spin-Bahn-Kopplung. Die Zustinde 'D und 'S bleiben im
Sinne des letzten Absatzes unaufgespaltet. Der 3P Zustand wird jedoch aufgespalten. Die

moglichen Gesammtdrehimpulswerte sind laut Addition der Drehimpulse
J=]1-1],...,1+1=0,1,2,

sodass der neunfach entartete Zustand in drei neue Zustinde mit J = 0,1,2 aufspaltet. In
der spektroskopischen Notation gibt man den Gesammtdrehimpuls rechts unten als Index
an, wihrend man die Notation fiir L und S beibehilt. Dementsprechend werden die aus 3P
enstehenden drei neue Zustinde und die nicht aufgespaltene 'D und 'S Zustinde in dieser
Notation als

'Dy(5),3Py(1),°Pi(3),°P2(5), S0 (1)

angegeben. Die Zahlen in den Klammern geben die Entartung an. Die Entartung wird dabei

durch die Entartung des Gesammtdrehimpulses bestimmt (2J + 1).

73



Kapitel 12

Kristallfeld

In diesem Kapitel sollen die Spektren der Atome mit gruppentheoretischen Methoden un-
tersucht werden. Zusitzlich wird vorgefiihrt, wie ein kristallines Umfeld die Atomniveaus
aufspaltet. Es werden immer nur zwei Elektronen (im Fall der Spin—Bahn—Kopplung nur
eines) behandelt. Diese Uberlegungen sind also direkt nur auf solche Fille anwendbar, bei
denen nur zwei Elektronen sich auflerhalb der abgeschlossenen Ionenriimpfen befinden. Al-
lerdings konnen die hier demonstrierten Methoden leicht auf die Wechselwirkung mehrerer

Elektronen verallgemeinert werden.

12.1 Zwei indquivalente Elektronen

Die Wellenfunktion eines Elektrons in einem radialsymmetrischen Coulombfeld muss sich
als eine irreduzible Darstellung der Gruppe O(3) transformieren, da die Punktsymmetrie-
gruppe dieses Systems die Gruppe O(3) ist. Hat man zwei Elektronen in einem radialsymme-
trischen Coulombfeld, ist das System noch immer invariant gegen jegliche Symmetrieopera-
tionen aus O(3), vorausgesetzt, dass man die Symmetrietransformationen immer gleichzeitig
auf die Koordinaten beider Elektronen anwendet, sodass der Abstand zwischen ihnen sich
nicht verindert. Dementsprechend muss sich auch die Zweiteilchenwellenfunktion ¥(ry,r;)
als eine irreduzible Darstellung von O(3) transformieren.

Da der Hamiltonoperator des Einteilchenproblems hermitisch ist, bilden die Eigenfunktionen

y; dieses Operators
-7

SV i) = ewite)

ein vollstandiges System. Die Losungen des Zweiteilchen—Hamilton—Operators ¥

1 AR/ 1
V? S ]‘P ri,r) =Eq¥Pq(r1,m
[ 2 It |r2|  [rp - alr1,r2) = Ea¥a(ri,r2)

konnen deshalb als eine Linearkombination von Produktfunktionen aus den Einteilchen—
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Wellenfunktionen aufgeschrieben werden:

Wo(rr2) =Y Y CEyi(rn)w;(r).
ij

Die Summe aus den Produkten der Basisfunktionen irreduzibler Darstellungen transformiert

sich als die Direktproduktdarstellung dieser Darstellungen. Nimmt man an, dass die elek-

trostatische Wechselwirkung der Elektronen miteinander als Perturbation behandelt werden

kann, werden nur jene Koeffizienten Ci‘j? wesentlich von Null abweichen, die zu den Produk-

ten der urspriinglichen Wellenfunktionen gehoren.

Beispiel: np'n’ p'-Konfiguration. Die elektrostatische Wechselwirkung der zwei p-Elektronen
mit verschiedenen Quantenzahlen soll als Perturbation betrachtet werden. In der Entwicklung
der Zweiteilchenwellenfunktion werden dann nur Terme vorkommen, bei denen das Produkt
zweier p-Orbitalen vorkommt. Die resultierende Wellenfunktion transformiert sich dement-

sprechend als das Direktprodukt der urspriinglichen Darstellung mit sich selbst: D! @ D!,

Satz. Das Direkiprodukt zweier Darstellungen von O(3)" lassen sich folgenderweise als

Direktsumme der irreduziblen Darstellungen von O(3)" aufschreiben:

L+Dh
D'gp>= Y D
J=|l—b|

Anhand dieses Satzes transformiert sich die Zweiteilchenwellenfunktion der np'n’p'-Konfi-
guration als D’ ® D' @ D?. Nimmt man noch die Paritiit der Orbitale in Betracht, damit man
mit den irreduziblen Darstellungen der Gruppe O(3) arbeiten kann, stellt man fest, dass ein
p-Orbital bei der Inversion sein Vorzeichen wechselt, sich also wie D} transformiert. Das

Direktprodukt dieser Darstellung mit sich ergibt:
1 1_pno 1 2
D, ®D,=D,®D,® D,.

Die moglichen Zweiteilchenzustinde transformieren sich also als diese irreduziblen Darstel-
lungen. In Abbildung 12.1 links sind diese Moglichkeiten mit der spektroskopischer Notation
(mit zusitzlicher Angabe der Paritiit) angegeben. In Klammern ist fiir jedes Niveau auch der
Grad der Entartung angegeben. Es ist zu beachten, dass die eingezeichnete Reihenfolge der
einzelnen Niveaus willkiirlich ist. Die Gruppentheorie sagt nichts tiber die konkreten Ener-

gien der einzelnen Zustdnden aus. Sie gibt nur die moglichen Symmetrien vor.

Legt man nun das Atom in ein schwaches kritallines Umfeld mit z.B. Cs,-Symmetrie, so
miissen sich die Zweiteilchenwellenfunktion wie eine irreduzible Darstellung von Cs, trans-
formieren, da die Punktsymmetrie des Systems von O(3)" auf Cs, erniedrigt wird. Die ent-
arteten Niveaus werden abhéngig davon aufspalten, wie man die urspriingliche Darstellung
als Direktsumme der irreduziblen Darstellungen der Gruppe Cs, aufschreiben kann. Tabelle
12.1 enthélt die Charaktere der Elemente in Csy fiir die Darstellungen DY, D;, D§ und ihre
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Abbildung 12.1: Niveaudiagramm fiir zwei indquivalente Elektronen bei einem Kristallfeld mit Cs-
Symmetrie.

Reduktion nach den irreduziblen Darstellungen von C3,. Daraus ergeben sich die Aufspal-
tungen fiir ein schwaches Kristallfeld mit C3,-Symmetrie. Die entsprechenden Niveaus sind

in Abbildung 12.1 in der zweiten Spalte von links (Ve << 1) angegeben.

Csy E 2C; 30, | Reduktion
DY.S, [1 1 1 Ay
Dg.P, |3 0 -1 | ASE
D;.D, |5 -1 1 | Aj®2E

Tabelle 12.1: Charaktere der irreduziblen Darstellungen Dg, Di,, D§ der Gruppe O(3) fiir die Elemente
der Gruppe C3y und ihre Reduktion nach den irreduziblen Darstellungen von C3y. (Es ist auch die
spektroskopische Bezeichnung der Darstellungen angegeben.)

Ist die Grole des Kristallfeldes grof3 genug, kann die elektrostatische Wechselwirkung der
Elektronen vernachléssigt werden, da ihre Wechselwirkung mit dem Kristallfeld viel stirker
ist. In unserem Beispiel hat man hat also ein System von zwei unabhingigen Elektronen auf
zwei p-Orbitalen, die mit dem Kristallfeld wechselwirken. Ein p-Orbital transformiert sich
wie die irreduzible Darstellung D} der Gruppe O(3). Erniedrigt man die Symmetrie von O(3)
auf C3y, muss die Darstellung reduziert werden. Wie aus Tabelle 12.2 ersichtlich, zerfillt Dbll
in A @ E, sodass jedes der beiden p-Niveus separat in ein e und ein a; Niveau zerfillt.!
Jedes Elektron kann entweder auf sein a; oder auf sein e Niveau gesetzt werden, sodass
vier verschiedene Moglichkeiten mit verschiedenen Entartungen entstehen (Abbildung 12.1

rechts).

C3y | E 2C; 30, | Reduktion
D,.P, |3 0 1 | A®E

Tabelle 12.2: Charaktere der irreduziblen Darstellungen D der Gruppe O(3) fiir die Elemente der
Gruppe C3y und ihre Reduktion nach den irreduziblen Darstellungen von Csy. (Es ist auch die spek-
troskopische Bezeichnung der Darstellungen angegeben.)

Verringert man jetzt die Stdrke des Kristallfeldes, so kann die Wechselwirkung der Elektro-

nen nicht mehr vernachlissigt werden. Die Wellenfunktion der wechselwirkenden Elektronen

IEs ist allgemein iiblich, die Namen der irreduziblen Darstellungen klein zu schreiben, sofern sie die Trans-
formationseigenschaften von Orbitalen beschreiben, und grofie Buchstaben zu verwenden, wenn es sich um die
Transformationseigenschaften einer Mehrteilchenwellenfunktion handelt.
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transformiert sich wie das Direktprodukt der irreduziblen Darstellungen der einzelnen Elek-

tronen. Dies ergibt
a)®@ay =Ay, a®e=E, e®a; =E, e®e =AI DA DE.

Die entsprechenden Niveaus sind in Abbildung 12.1 eingezeichnet (Ve >> 1).

Fiir die Bereiche, wo das Kristallfeld weder sehr schwach, noch sehr stark ist, kann man die
Niveaus auf der rechten und auf der linken Seite miteinander verbinden. Das muss allerdings
so erfolgen, dass sich keine Niveaus mit der selben irreduziblen Darstelung kreuzen. (Siehe
Abschnitt 8.2.1)

Bei der Betrachtung des Problems wurde von der expliziten Beachtung des Elektronenspins
abgesehen. Da die beiden Elektronen voneinander unabhingig sind, konnen sich ihre Spins
unabhingig voneinander ausrichten. Dementsprechend, gibt es zu jeder der oben angegebe-
nen Konfiguration jeweils ein Spin-Singlett (') und ein Spin-Triplett (*) Zustand, die aber

energetisch gleich sind.

12.2 Zwei dquivalente Elektronen

Betrachtet man zwei dquivalente Elektronen im radialsymmetrischen Coulomb-Feld, so muss
man explizit die Spinkonfigurationen beachten. Das Ergebnis fiir eine np?-Konfiguration ist
auf Abbildung 12.2 zu sehen.

A A
g Ay(3) > 6
us A ey =0
\& """ PP T 1&\
Pg(Q __ A®. BEOREC)
S
o) D)oo A ag,
Ve=0 Vel Ves>1 Ve=®

Abbildung 12.2: Zwei Elektronen in der np?-Konfiguration in Wechselwirkung mit einem Kristallfeld
mit der Punktsymmetrie Csy .

Die moglichen Niveaus ohne Kristallfeld sind die selben, die in Abschnitt 11.2.2 ermittelt
wurden. Schaltet man ein schwaches Kristallfeld ein, muss man die Aufspaltung dieser Nive-
aus durch das Reduzieren der entsprechenden irreduziblen Darstellungen der O(3)-Gruppe
auf die Direktsumme der irreduziblen Darstellungen der Cz,-Gruppe ermitteln. Das Vorge-
hen ist das selbe, wie im vorherigen Abschnitt. Die aufgespalteten Niveaus haben die selbe

Spinmultiplizitit wie die entarteten Niveaus.

Betrachtet man den Grenzfall des unendlich groen Kristallfeldes, so muss man das auf-

gespaltete p-Orbital mit zwei Elektronen besetzen. Wie vorher schon ermittelt, spaltet ein
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(ohne Spinentartung) dreifach entartetes p-Orbital (D,ll) bei C3y-Symmetrie auf ein a;- und
ein e-Niveau auf. Da wir im Gegensatz zu vorher ein zweifach besetztes p-Orbital (und nicht
zwei einfach besetzte p-Orbitale) haben, miissen die beiden Elektronen auf zwei Niveaus
untergebracht werden, die bei der Aufspaltung entstanden sind. Man kann entweder beide
Elektronen auf das a;-Orbital setzen, oder ein Elektron auf a; und eines auf e, oder bei-
de Elektronen auf das e-Orbital. Dementsprechend gibt es drei verschiedene Moglichkeiten
fiir das unendlich grof3e Kristallfeld. Bei der Entartungsgrad der Niveaus muss man beachten,
dass ein a; Niveau mit Spinentartung insgesammt zweifach entartet ist, sodass die zwei Elek-
tronen nur auf eine einzige Art und Weise auf dieses Niveau gepackt werden konnen. (Das
eine Elektron spin-auf, das andere spin-ab.) Will man beide Elektronen auf das e-Niveau
setzten, hat man % -4 -3 = 6 Moglichkeiten. (Dabei soll beachtet werden, dass die Elektronen
nicht unterscheidbar sind, deswegen der Faktor von %.) Wenn ein Elektron auf das a; und ein
Elektron auf das e-Niveau gesetzt wird, dann konnen sich ihre Spins unabhéngig voneinander

ausrichten, so dass die Anzahl der moglichen Kombinationen 2 - 4 = 8 ist.

Geht man nun zum Fall des sehr staken Kristallfeldes iiber, so ist die Coulomb-Wechselwirkung
der beiden Elektronen nicht mehr vernachléssigbar. Die Transformationseigenschaft der
Zweiteilchenwellenfunktion wird, wie im vorangehenden Abschnitt, durch das Direktpro-
dukt der irreduziblen Darstellungen der Orbitale bestimmt, auf denen sich die Elektronen
beim unendlich groBen Kristallfeld befanden. Dabei muss allerdings auf die Spinmultiplizi-

tdt geachtet werden.

Es soll zuerst die Konfiguration betrachtet werden, in der sich beide Elektronen auf das a;-
Niveau befinden. Die Wellenfunktion der wechselwirkenden Elektronen transformiert sich
wie

ar®a; =Aq.
Da die Elektronen auf das urspriingliche A;-Orbital nur entgegengesetzte Spins haben konn-
ten, war das Gesammtspinn Null. Die Spinmultiplizitit wird durch die Kristallfeldstédrke nicht
beeinfluft, sodass die Multiplizitit des durch die Coulomb-Wechselwirkung entstandenen A

Zustandes 1 ist. Der entsprechende Zustand ist also ein 'A; Zustand.
Die Konfiguration a;e geht durch die Wechselwirkung der Elektronen in
a®e=E

iber. Da die Elektronen beim unendlich groen Kristallfeld auf unterschiedliche Niveaus
waren, konnten ihre Spins sich sowohl als Singlett, als auch als Tripplett ausrichten. Da die
Spinmultiplizitdt durch die coulombsche Wechselwirkung nicht veridndert wird, ist fiir die

Zweiteilchenwellenfunktion sowohl ein 'E als auch ein 3 E-Zustand moglich.

Wenn sich beide Elektronen auf das selbe e-Orbital befinden, muss durch die Wechselwir-

78



kung der beiden ein Zustand mit einer der irreduziblen Darstellungen
eRe=A1 DA DE

entstehen. Die Multiplizitdt der Zustinde muss so gewihlt werden, dass die Anzahl der Zu-
stinde der Entartung des urspriinglichen Zustandes entspricht. Dementsprechend gibt es die
Moglichkeiten

A10'A@'E und 'A19°A0'E.

Um zu entscheiden, welche der beiden Aufspaltungen tatsichlich auftritt, reduzieren wir die
Symmetrie (als ein Gedankenexperiment) auf Ciy,, wobei die irreduziblen Darstellungen von

(3, in folgende irreduzible Darstellungen von Cjy, iibergehen:
Ay — A Ay — A" E—AaA”.

Da die Reduzierung der rdumlichen Symmetrie die Spinmultiplizitdt nicht veridndert, ha-
ben wir dementsprechend in Cyy, folgende zwei Moglichkeiten fiir die Aufspaltung der ee-

Konfiguration:

Me'Ae'E-CAe'Ae'Ae’A bzw. 'Ae’Me'E- A A e A

(12.1)
Anderseits spaltet sich das e-Orbital im unendlich groBen Kristallfeld auf ein ¢’ und ein a”-
Orbital auf, wenn man die Symmetrie von C3, auf Cj reduziert. Besetzt man diese zwei

! 1 "I
a

Orbitale mit zwei Elektronen, hat man die Moglichkeiten a'a’, d'd”, a’a”. Wechselwirken

nun die zwei Elektronen miteinander (groBes Kristallfeld), entstehen folgende Zustédnde:

d ®a/ — A N Ly/
a ®a// — A" — 1A// @ 3A//
d'"®d = A N Ly

Ein Triplett-Zustand ist wieder nur in dem Fall erlaubt, wenn die beiden Elektronen urspriing-
lich auf verschieden Orbitalen waren. Es entstehen also durch die coulombsche Wechselwir-
kung die Zustinde

IAIEBIAN@3ANEB1A,

Vergleicht man das mit den Konfigurationen in (12.1), so stellt man fest, dass es der zweiten
Konfiguration entspricht. Dementsprechend ist die Aufspaltung bei der urspriinglichen Csy-
Symmetrie

'A1034,0'E.

Die Zustinde zwischen den Grenzfillen miissen so miteinander verbunden, dass sich keine

Zustinde mit der selben irreduziblen Darstellung und der selben Spinmultiplizitit kreuzen.
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12.3 Spin-Bahn-Kopplung

Nimmt man zusétzlich zum Coulomb-Wechselwirkung auch die Spin-Bahn-Wechselwirkung
in Betracht, ergeben sich weitere Aufspaltungen. Dies soll hier in der Russel-Sanders-
Kopplung behandelt werden. Dabei entsteht der Gesammtdrehimplus des Atoms J aus der

Summe des Gesammtbahndrehimpulses L und des Gesammtspins S:

N N
L:Zl, S:ZS,' = J=L+S.

i=1 i=1
Die Transformationseigenschaften der Mehrteilchenwellenfunktion werden durch das Di-
rektprodukt der irreduziblen Darstellungen fiir den Drehimpuls und den Spin bestimmt:

L+S
pep’= Y D
J=|L—5]|

Beispiel: np'-Konfiguration, mit Beachtung der Spin-Bahn-Kopplung. Gesammtbahndre-

himpuls L = 1, Gesammtspin S = %
D'®D} =D} ®D>.

Gibt es also kein Kristallfeld, gibt es zwei Zustinde fiir das System: 2P, /2 und ’p; /2- (Ab-
bildung 12.3). Schaltet man ein schwaches Kristallfeld mit C3,-Symmetrie ein, muss man
die irreduziblen Darstellungen D? und D3 als Direktsumme der irreduziblen Darstellungen
der Doppelgruppe C3, aufschreiben. Das Ergebnis ist in Tabelle 12.3 angegeben. Demnach
spaltet das vierfach entartetes 2P; /2-Zustand in zwei zweifach entartete Zustinde auf mit der
Symmetrien E} , und Ej ; auf. Das zweifach entartete Zustand ’p, /2 geht in einen zweifach

entarteten Zustand tiber, der sich wie die irreduzible Darstellung E , transformiert.

12(2) ___Ewd?) - TTTE () (4)
E® . Ex(2) a(2)

Pyp(4):- . Ea@-- T —

Ve=0 Ves<1 Ve>1 Ve=®

Abbildung 12.3: Korralationsdiagramm fiir die np'-Konfiguration mit Beriicksichtigung der Spin-
Bahn-Kopplung. Das Kiristallfeld hat C3,-Symmetrie.

Ist das Kristallfeld unendlich groB, kann die Wechselwirkung zwischen Bahndrehimpuls und
Spin vernachlissigt werden. Das p-Orbital spaltet auf ein a; und ein e-Orbital auf. Verringert
man das Kristallfeld, sodass man die Spin-Bahn-Wechselwirkung wieder beriicksichtigen
muss, werden die Transformationseigenschaften der neuen Zustinde durch die Direktpro-
dukte

ai®eip=~Eip  bzw. e®ein=Eipn®Esyp
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Ci,|E R C; C} 30, 30,R| Reduzierung

C3R GiR
D2 2 1 1 0 0 E\p
D> |4 4 -1 1 0 0 | Ep®GEp,

Tabelle 12.3: Reduzierung der irreduziblen Darstellungen D? und D3 der Gruppe O(3)" in Direkt-
summe der irreduziblen Darstellungen der Doppelgruppe C3,.

bestimmt. (Die Darstellung £/, beschreibt die Transformationseigenschaften des Spins.) Aus
dem vierfach entarteten e-Orbital entstehen also zwei zweifach entartete Zustinde, wihrend
der zweifach entartete Zustand, in dem das Elektron auf das a;-Orbital sitzt, in einen Zustand

mit E»-Symmetrie {ibergeht.
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Kapitel 13

Periodische Strukturen

13.1 Raumtransformationen

Die Symmetrietransformationen des dreidimensionalen Raumes konnen (in der Seitz-Notation)
als
r =Rr+t={R|t}r

geschrieben werden, wobei R eine Punktsymmetrieoperation aus O(3) ist, und t eine beliebi-

ge Translation.

Satz. Die Raumtransformationen bilden eine Gruppe, die sogenannte affine Gruppe. Die

Gruppenoperation ist das Nacheinanderausfiihren der Transformationen.
Der Beweis ist ziemlich trivial:

e Geschlossenheit:
{R|t}{S|u}r={RS|Ru+t}r

Das Produkt zweier Raumtransformationen ist wieder eine Raumtransformation.
e Assoziativitdt: Punktsymmetrieoperationen und Translationen sind assoziativ.

e Einheitselement: {E |0}

{E|0}HR[t} = {R[t}

e Inverselement: {R~'| — R~ 't}

{R7' =Rt} {R|t} = {E|0}

Satz. Die Translationen {E |t} bilden eine invariante Untergruppe der affinen Gruppe.

Beweis:
{Rlu} " {E|t}{R|u} = {E|R "t}

Das Konjugierte von einer Translation ist also wieder eine Translation.
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Definition. Eine Gruppe von Raumtransformationen mit diskretisierten Translationsvekto-
ren

t= n;a; n, €7

-

I
—

nennt man eine Raumgruppe.

Beispiel: Die Symmetrietransformationen, die ein bestimmtes Kristall auf sich Abbilden,

bilden eine Raumgruppe

Definition. Die Punktgruppe der Raumgruppe < enthdlt alle Elemente der Raumgruppe,

wobei bei jedem Element die Translation Null gesetzt wird.
Py ={{R|0} [{R|t} € ¥}.

Definition. Jene Raumgruppen, bei denen die Punktgruppe der Raumgruppe eine Untegrup-

pe der Raumgruppe ist, nennt man symmorphe Raumgruppen.

Definition. Jene Raumgruppen, bei denen die Punktgruppe der Raumgruppe keine Unte-
gruppe der Raumgruppe ist, nennt man nicht symmorphe Raumgruppen.

Beispiel: Ein einfach kubisches Gitter hat eine symmorphe Raumgruppe. Das Diamantgit-
ter dagegen nicht. Die Gleitspiegelung {O'xy | (% ﬁ)a} ist eine Symmetrietransformation des
Gitters auf sich, und somit Element der Raumgruppe. Das entsprechende Element der Punkt-

gruppe {0y, |0} ist jedoch in der Raumgruppe nicht enthalten.

Insgesammt gibt es 230 Raumgruppen, davon sind 73 symmorph und 157 nicht symmorph.

Satz. Die Faktorgruppe einer Raumgruppe & nach der Gruppe der Translationen T ist is-
morph zur Punktgruppe der Raumgrupe.

Satz. In den Raumgruppen kommen als Drehungen nur Cy, C, C3, C4 und Cg vor.

13.2 Darstellungen der Translationgruppe

Wir wollen zuerst die Translationen eines Kristalls entlang seinen ersten primitiven Gitter-
vektor a; untersuchen. Diese Translationsoperatoren (die den Kristall verschieben) bilden die
Gruppe der reinen Translationen 7', wobei die Gruppenoperation die Ausfithrung zweier
Translation nacheinander (also eine Verschiebung um die Vektorsumme der beiden Verschie-
bungen) ist. Will man fiir diese Gruppe die Darstellungen bestimmen, so braucht man Abbil-

dungen der Translationsoperatoren auf unitdre Matrizen I', sodass
ti+th=t3 — F(tl)r(tz) = F(t3) YVttt €T.

Da die Translationsgruppe wegen der Kommutivitéit der Vektoraddition eine abelsche Gruppe
ist, sind die Darstellungen eindimensional. (Es sind also Skalare, auf die die Translationsope-

ratoren abgebildet werden miissen.)
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Wie in der Festkorperphysik iiblich, wird als Randbedingung fiir den Kristall die periodische
Randbedingung von Born und Karmadn angenommen. Demnach soll die N;-fache Anwen-
dung des Translationsoperators a; der Identitét (keine Verschiebung) gleich sein. Das muss

natiirlich auch fiir die Skalare der Darstellungen gelten:
Niaj=0 = @)™ =1
woraus folgt, dass
Fa)=%1 = TI(a)=e™/M 0<m <N —1.

Die Form der darstellenden Skalare ist also festgelegt. Beachtet man noch, dass es N; ver-
schiedene Gruppenelemente gibt (0, a;, ..., (N} — 1)a;), und dass es wegen der Kommuti-
vitdt der Gruppenoperation genauso viele Darstellungen geben muss, so ldsst sich die Cha-
raktertafel fiir die Gruppe der reinen Translationen entlang des primitiven Gittervektors a;

konstruieren (s. Tabelle 13.1).

ap 231 331 (N1—1)31 N131 =0
m; =0 1 1 1 1 1
m = € g2 e’ eVi-1 eV =1
mp =2 g2 e €0 g2(Ni=1) |
my=N —1 | ehi—1 gW=1) gW-1) — M=-DM-1) NN _|

Tabelle 13.1: Irreduzible Darstellungen der Gruppe der (eindimensionalen) Translationen eines Kris-
talls entlang des primitiven Gittervektors a;. Die irreduziblen Darstellungen werden durch m; durch-
nummeriert. Da es sich um eine abelsche Gruppe handelt, sind die konjugierten Klassen die Elemente
selbst. Der Faktor € bezeichnet die GroBe ¢2™/N1

Erweitert man die Gruppe T auf beliebige Translationen des Gitters
t=nja; +nyay +n3a3

so ergibt sich fiir die moglichen darstellenden Skalare analog zur vorherigen Herleitung (oder
wenn man realisiert, dass die Translationsgruppe des Kristalls ein Direktprodukt der Trans-

lationsgruppen entlang der drei Basisvektoren ist)
F(t) _ (672mm1/N| >n1 <672mm2/N2> 2 (ef271:1m3/N3>n3

oder
3
[(t)=e ™ wobei k=Y ﬁfb,-.
=11
Die Vektoren b; sind die primitiven Gittervektoren des reziproken Gitters, und k bezeichnet
gerade diejenigen diskreten Punkte in der Brillouinzone, die mit der periodischen Randbedin-

gung kompatibel sind. Genauso, wie vorher fiir den eindimensionalen Fall, charakterisieren

84



die Indizes m|,my,m3 oder der Vektor k die Ny N, N3 verschiedenen Darstellungen der Grup-
pe der allgemeinen Translationen des Gitters. Die Punkte in der Brillouinzone eines Gitters
charakterisieren also die verschiedenen irreduziblen Darstellungen der Translationsgruppe
dieses Gitters.

Da der Hamilton-Operator mit den Translationsoperatoren des Gitters vertauschbar ist, miis-
sen die Wellenfunktionen der Einelektronen Basis fiir verschiedene irreduzible Darstellungen
der Translationsgruppe bilden. Da die Darstellungen der Translationsgruppe eindimensional
sind, ist jede Wellenfunktion alleine eine Basisfunktion fiir eine irreduzible Darstellung die-
ser Gruppe. Man kann also die Wellenfunktionen in einem Kristall mit einem Index k ver-
sehen, der angibt, fiir welche Darstellung diese Funktion die Basis bildet. Wendet man dann

eine Translation auf eine Wellenfunktion an, so bekommt man:

o (r —t) = i (r) = T(t) i (r) = oy (r).

Schreibt man das in der tiblichen Schreibweise als

Pk (r+1t) = Mo (r),

so erkennt man, dass das die Bloch-Bedingung ist. Die Bloch-Bedingung gibt also das Trans-
formationsverhalten der Basisfunktionen fiir die irreduzible Darstellungen der Translations-

gruppe des Kristalls an.

13.3 Darstellungen der Raumgruppe

Auch fiir die Raumgruppe des Kristalls, die alle rdaumlichen Symmetrietransformationen
{R|t} des Kristalls enthilt, lassen sich die Darstellungen und eine Charaktertafel konstru-
ieren. Dieser Prozess wird hier nicht detailiert erldutert, da es die Rahmen dieses Skriptes
sprengen wiirde. Es sollen nur die nétigen Begriffe und Konsequenzen aufgefiihrt werden,

die zur Analyse einer Bandstruktur notig sind.

Definition. Die Punktgruppe eines k-Punktes im reziproken Raum K\ beinhaltet jene Sym-
metrietransformationen aus der Punktgruppe des Gitters, die diesen K-Punkt in sich selbst

oder in einen dquivalenten k-Punkt abbilden:
3
ﬂ(oz{{R“)}EGH’ Rk():ko—i-znibi, niEZ}l
i=1
Diese Gruppe wird auch als die kleine Gruppe von K bezeichnet.

Satz. Die Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen der kleinen Gruppe B, sind

gleichzeitig auch Basisfunktionen irreduzibler Darstellungen der Raumgruppe des Kristalls.

IDie Definition in dieser Form ist eigentlich nur fiir symmorphe Raumgruppen giiltig.
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Satz. Eine Punktsymmetrie des Kristalls R ({R |0} € Gy ) transformiert die Blochfunktionen

mit symmetrisch dquivalenten K-Punkten ineinander:

Rk (r) = O(rn)(RK) (r), (13.1)
wobei die Abkiirzung Rn fiir die Indizen des gedrehten Reziprokgittervektors RGy, steht.

Will man nun die Entartungen einer Bandstruktur in einem ausgewihlten k-Punkt kg berech-

nen, muss man folgende Schritte ausfiihren:
e Man muss die kleine Gruppe fiir ko bestimmen.

e Man bildet eine Darstellung fiir diese Gruppe in dem Funktionenraum, in dem man die
Einelektronenfunktionen beschreibt. (Man nimmt z.B. die Wellenfunktionen in Nihe-

rung der freien Elektronen.)

e Man zerlegt diese Darstellung in irreduzible Darstellungen. Da die Basis fiir die ir-
reduziblen Darstellungen der kleinen Gruppe, gleich auch Basis fiir die irreduziblen
Darstellungen der gesamten Raumgruppe ist, kann man aus der Dimension dieser Dar-

stellungen die Entartung der Bandstruktur in kg ablesen.

Im nichsten Abschnitt soll diese Vorgehensweise an zwei Beispielen demonstiert werden.

13.4 Bandstruktur des zweidimensionalen quadratischen Gitters

Als erstes, sollte die Bandstruktur des zweidimensionalen quadratischen Gitters mit Hilfe der
Niherung der freien Elektronen erstellt werden. Die Energieeigenwerte des Hamiltonopera-
tors &y (k) konnen als

en(k) = 5 (k+Gyp)’ Gn =Gy ) =mib1+mby  meZ

N —

geschrieben werden, wobei der Vektor k ein Vektor in der Brillouinzone des Gitters ist und
b; bzw. b, die primitiven Reziprokgittervektoren bezeichnen. Zum Eigenwert &,(k) gehort

die Blochfunktion
elkl‘

@k (r) = tnk (T)

als Eigenfunktion, wobei unk (r) eine gitterperiodische Funktion ist.

Die Bandstruktur ist also eine Parabel im reziproken Raum, die durch entsprechende Re-
ziprokgittervektoren (—Gy) in die Brillouinzone zuriickgefaltet wird. Die einzelnen Aste
(Bénder) der zuriickgefalteten Dispersionsrelation kdnnen mit n indiziert werden, wobei n
den Index desjenigen Reziprokgittervektors —Gy angibt, der den entsprechenden Teil der

2,...,nM™

Parabel in die Brillouinzone schiebt. Gibt es mehrere Indizen n(l), n! , n' , sodass

g, (ko) = &y (Ko) = --- = gy (Ko),
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so ist das entsprechende Band im Punkt kg N-fach entartet.

Abbildung 13.1 zeigt die Brillouinzone des quadratischen Gitters und die angrenzenden Ein-
heitszellen. Es sind zwei Linien in der Brillouinzone eingezeichnet: I'-X (horizontale, sog. A
Linie) und I'-M (diagonale, sog. X Linie). In den angrenzenden Zellen sind jene Linien ein-
gezeichnet, die durch eine Verschiebung mit —Gy, auf diese zwei Linien in die Brillouinzone
geschoben werden konnen. Zu den Linien mit gleicher Farbe gehoren gleiche Eigenergien
(g, (k) = €, (k)), sodass die entsprechenden Binder entartet sind. Abbildung 13.2 zeigt
die Bandstruktur entlang der ['-X und I'-M Linien. Die Farbkodierung der Bénder entspricht
der Farbkodierung der Linien in Abbildung 13.1. (Die einzelnen Bénder stammen von den

Eigenenergien der k-Punkten mit der gleichen Farbe.)

L N

| |
I ° 4
| |
| |

|
o $
|

|

o

|

Abbildung 13.1: Reziprokgitter eines quadratischen Gitters. Es sind die Brillouinzone und die acht
angrenzenden Einheitszellen des reziproken Gitters dargestellt. Linien mit der gleichen Farbkodierung
werden auf die selbe Linie in der Brillouinzone gefaltet, und ihre Punkte haben den selben Abstand
vom Origo. (Die dazugehdrenden Eigenenergien sind punktweise identisch.) Es sind auch die Punkte
I (Kreis), X (aufgestelltes Quadrat) und M (Quadrat) und ihre Aquivalenten in den angrenzenden
Zellen eingezeichnet.

Jetzt sollte nun mit Hilfe der Gruppentheorie geklédrt werden, ob den Entartungen in der Band-
struktur in Abbildung 13.2 etwas wesentliches zu Grunde liegt (symmetriebedingte Entartun-
gen), oder ob sie als Artefakte der Nidherung der freien Elektronen betrachtet werden sollten.
Wir wihlen als Beispiel das dritte Band entlang der I'-X Linie (dunkelgriine Linie). Das Band
ist zweifach entartet; es reprisentiert die eingefalteten Eigenenergien € 1) (k) und £ _)(k),

wihrend k entlang der I'-X Linie in der Brillouinzone lduft:
2 1
k:;(,uex—i—Oey) 0<u<§,

wobei e, und e, die Koordinateneinheitsvektoren im reziproken Raum sind und a die Gitter-
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Abbildung 13.2: Bandstruktur des zweidimensionalen quadratischen Gitters in der Néherung der frei-
en Elektronen entlang der ¥ und der A Linie. Die Farbkodierung der einzelnen Bénder weist auf jene
k-Punkte in Abbildung 13.1 hin, die das entsprechende Band (durch zuriickfalten in die Brillouinzo-
ne) erzeugen. Indizen in runden Klammern geben Komponenten des Reziprokgittervektors —Gy, an,
mit dem das Band zuriickgefaltet wurde. Indizen in den eckigen Klammern geben die Koordinaten
der Punkte an, die in die Punkte I', X und M gefaltet werden. Es sind auch fiir jeden Punkt und jedes
Band die irreduziblen Darstellungen angegeben.

konstante des quadratischen Gitters bezeichnet.
Um die Art der Entartung zu priifen, sollte die Darstellung der kleinen Gruppe fiir diese k-
Punkte auf der Basis der entarteten Eigenfunktionen gebildet werden. Die Punktgruppe des

quadratischen Gitters Cy, enthilt folgende Symmetrieoperationen:
Cay = {E,C4,C;',C2,0,1,012,041,04}

Die kleine Gruppe fiir einen k-Punkt mit den Koordinaten ko = 27” ue, (0 <u< %) enthalt
von diesen Symmetrien nur die Identitit und eine vertikale Spiegelung (Spiegelung auf die
x-Achse):

R, =C;={E,0\}.

Es soll dementsprechend untersucht werden, welche Darstellung von den Eigenfunktionen
(P(O,l)ko (r) &< 6127”(/,},)(+y) und (P(O,fl)kg (r) o< 8127”(/‘117)’)

(die zu den entarteten Eigenwerten im dritten Band gehoren) fiir die kleine Gruppe Fy, indu-

ziert wird:2

ZDen gitterperiodischen Anteil der Wellenfunktionen habe ich weggelassen, weil dieser durch die Elemente
der Punktgruppe genauso transformiert wird, wie der exponentielle Teil. Es reicht also, wenn wir die Transfor-
mationseigenschaften nur anhand der exponentiellen Teile untersuchen.
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Die Identitit transformiert die beiden Funktionen in sich selbst, wihrend die Spiegelung die
beiden Funktionen ineinander transformiert. So schauen die Matrizen der Darstellung der

kleinen Gruppe auf der Basis dieser zwei Funktionen folgenderweise aus:

r<E>=((1) ?) r<ov>=<? é)

Die dazu gehdrenden Charaktere sind in Tabelle 13.2 zu sehen.

E o,
ry2 o

Tabelle 13.2: Charaktertafel fiir die (reduzible) Darstellung der kleinen Gruppe der k-Punkte kg =
27” ue, (O<u< %) auf der Basis der dazu gehorenden entarteten Eigenfunktionen im dritten Band.

Vergleicht man I" mit der Charaktertafel fiir die irreduzible Darstellung der kleinen Gruppe
(Tabelle 13.3), so stellt man fest, dass diese zweidimensionale Darstellung in Tabelle 13.2

reduzibel sein muss, da sie mit keiner der irreduziblen iibereinstimmt.

Tabelle 13.3: Charaktertafel fiir die irreduziblen Darstellungen der Gruppe Cs.
Zerlegt man die Darstellung I in irreduzible Komponenten, so ergibt sich
r=r,eIl,.

Die Darstellung ist demnach die Direktsumme zwei eindimensionaler Darstellungen. Die
Entartung ist also nicht symmetriebedingt. Geht man also von der Nédherung der freien Elek-
tronen zu einem genaueren Modell, so spaltet sich diese Entartung mit grosser Wahrschein-
lichkeit auf.’?

Da auBler den Endpunkten I' und X zu jedem Punkt entlang der A Linie die kleine Gruppe
C; gehort, und diese Gruppe nur eindimensionale Darstellungen hat, ldsst es sich generall
behaupten, dass in einem zweidimensionalen quadratischen Gitter keine der Bdnder entlang
die A-Linie eine symmetriebedingte Entartung haben kann.

Als zweites Beispiel soll die Entartung der Bandstruktur im Punkt I" (ko = Oe, +Oe,) be-
stimmt werden, wobei wir uns den energetisch zweitniedrigsten Punkt auswéhlen. Wie man
in Abbildung 13.2 andhand der Entartungen der sich kreuzenden Binder feststellen kann, ist

die Bandstruktur in diesem Punkt vierfach entartet. Wie man ferner aus der Abbildung ent-

3Die Aussage gilt natiirlich nur, wenn man die Losungen im genaueren Modell im selben Funktionenraum
sucht, wie im einfacheren Fall. Da aber die Losungen des Hamiltonoperators (egal fiir welche Néherung auf-
geschrieben) ein vollstidndiges orthonormiertes System bilden, verlassen wir den von diesen Funktionen aufge-
spannten Raum nicht, solange wir die Einelektronnidherung beibehalten.
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nehmen kann, gehdren zu diesem vierfach entarteten Energieeigenwert die Eigenfunktionen:

2T (_x
¢ = (P(fl,o)ko(r) o eta (Y
2
¢ = (P(o,l)ko(l') o< e'a V)
um(_
¢ = (P(O,fl)ko(r) o< ¢'a ()
. 12—”()6)
Qs = (P(1,0)k0(1‘) x<ea

Die Punktgruppe des I'-Punktes ist immer identisch mit der Punktgruppe des Gitters. Es muss
jetzt also untersucht werden, welche Darstellung sich fiir die Gruppe Cy, auf der Basis die-
ser vier Funktionen ergibt. Da wir die Matrizen selbst nicht, nur ihre Spuren brauchen, ist
es ausreichend anzuschauen, wieviele der Funktionen durch die verschiedenen Symmetrie-
transformationen auf sich selbst abgebildet werden. Da die Charaktere der Elemente in der
selben konjugierten Klasse identisch sind, werden wir das nur fiir jeweils ein reprisentatives
Element jeder konjugierten Klasse untersuchen. Die konjugierten Klassen und die reprisen-

tativen Elemente entnimmt man aus der Charaktertafel fiir die Gruppe Cy, (Tabelle 13.4).

C4V E 2C4 C2 2Gv 2Gd
I 1 1 1 1 1
I, 1 1 1 -1 -1
I3 1 -1 1 1 -1
I'4 1 -1 1 -1 1
I's | 2 0 -2 0 0

Tabelle 13.4: Charaktertafel der irreduziblen Darstellungen fiir die Gruppe Cj,.

Die Identitdt bildet alle vier Funktionen auf sich selbst ab, so ist der Charakter fiir sie 4.
Die Drehung C; tranformiert keine der Funktionen auf sich selbst, so ist ihr Charakter O.
Genau das selbe gilt fiir die Drehung C, und die diagonale Spiegelung ¢,. Die Spiegelung
an einer der Achsen ldsst jeweils zwei Funktionen unberiihrt, so ist ihr Charakter 2. (Die
Spiegelung an der x-Achse zum Beispiel bildet ¢ und ¢4 auf sich selbst ab, wéihrend ¢, auf
(3 abgebildet wird und vica versa.) Demnach schauen die Charaktere dieser Darstellung wie
in Tabelle 13.5 angegeben aus.

Cyw |E 2C4 C 20, 204
r (4 0 0 2 0

Tabelle 13.5: Charaktere der Darstellung fiir die kleine Gruppe des I'-Punktes auf der Basis der entar-
teten Eigenfunktionen @(_; o)k, (T), ®(0,1)k, (T)> ©(0,— 1)k, (T)s @(1,0)k, (T)-

Die Darstellung kann wieder reduziert werden, und man erhélt:
'=T1®0I3®Tls
Die Darstellung auf der Basis der zu den entarteten Eigenwerten gehorenden Basisfunktio-
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nen ist die Direktsumme zwei eindimensionaler und ein zweidimenionaler Darstellung. Das
vierfach entarte Niveau in diesem Punkt wird sich also auf zwei einfach entartete Niveaus
und auf ein zweifach entartetes Niveau aufspalten, wenn man iiber die Ndherung der freien

Elektronen hinausgeht.

13.5 Bandstruktur nicht symmorpher Kristalle

Die im vorigen Abschnitt erlduterte Vorgehensweise ist streng genommen nur fiir symmor-
phe Kristalle giiltig. Bei nicht symmorphen Kristallen kann diese in speziellen Punkten ihre

Giiltigkeit verlieren. Das soll anhand des folgenden Beispieles demonstriert werden.

Es soll der nicht symmorphe Kristall in Abbildung 13.3 betrachtet werden. Es gibt im System

vier Symmetrieoperationen:
{El0}=e  {G]0}=c  {oplai/2}=v  {on|ay/2}=u

Die Spiegelung 0,, bzw. 0,, ist eine Spiegelung auf die Ebene, die orthogonal zur x- bzw.
y-Achse ist. Von den Symmetrieoperationen # und v ist nur v eine wahre Gleitspiegelung,
u enthélt nur deshalb einen Translationsteil, weil die Spiegelebenen nicht durch das Origo
verlaufen (sondern durch die Punkte +a; /2 gehen). Das reziproke Gitter ist auch rechteckig,

wobei die Reziprokgittervektoren

2 2
bi=22(1/0)  und  by=2(0/1)
| |2

sind.

0}

al

P

]®)

Abbildung 13.3: Nicht symmorpher zweidimensionaler Kristall.

Nehmen wir an, wir hitten eine Eigenfunktion des Systems X (x,y), die zum k-Punkt (|a—”1‘ /0)

gehort, also an den Rand der Brillouin-Zone fillt. Wendet man die Symmetrioperationen des
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Gitters auf diese Funktion an, so erhélt man

CX()C,y) = X(—)C, _y)

MX(xay) =

vX(xy) =

|ay |

—x+—-.9)

2
||

X+7,—y)

2

Nehmen wir an, diese Funktion ist eine Basis fiir eine eindimensionale Darstellung der Punkt-
gruppe dieses k-Punktes, und damit fiir eine eindimensionale Darstellung der Raumgruppe.
(Jede Punktgruppe hat ja mindestens eine eindimensionale irreduzible Darstellung, die vollig

symmetrische Darstellung.) Dann miissen folgende Relationen bestehen:

cX(x,y) = £X(x,y)
uX(x,y) +X(x,y)
vX(x,y) +X(x,y)

Es gilt noch die Relation:

a
VX(xvy) :X(X+77—y) = MCX(xay)’

sodass

VX (x,y) = ucucX (x,y) = (£1)*(£1)2X (x,y) = X (x,y). (13.2)

Anderseits kann man auch ausniitzen, dass die Funktion X (x,y) eine Eigenfunktion des Ha-
miltonoperators des Kristalles ist, folglich eine Bloch-Funktion sein muss:
i

VX (x,9) = vX (x+ o, —y) = X (x4 Jan],y) = € BTN X (x,y) = —X (x,).

5 (13.3)

Die Gleichungen (13.2) und (13.3) widersprechen einander, es kann also keine eindimensio-

nale Darstellung fiir die Punktgruppe dieses k-Punktes geben.

Um die irreduziblen Darstellungen solcher speziellen k-Punkten richtig beschreiben zu kon-

nen, braucht man die sogenannten Strahldarstellungen, bei denen
I'(A)T'(B) = el'(AB) le| = 1.

Beispiel: Die Bandstruktur der Kristalle mit Diamantstruktur (Diamant, Silizium) muss in
X-Punkt immer zweifach entartet sein, da es zu diesem Punkt nur zweidimensionale Darstel-

lungen gibt. (Siehe nichsten Abschnitt.)
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13.6 Bandstruktur von Zinkblende- und Diamantgittern

Die Entartungen in der Bandstuktur eine Zinkblendegitters lassen sich analog zum quadrati-
schen Gitter untersuchen. Die Bandstuktur eines Zinkblendegitters in der Ndherung der freien
Elektronen entlang die A und A Linien ist in Abbildung 13.4 zu sehen. (Die Brillouinzone des
kubisch flichenzentrierten Gitters und die speziellen Punkte und Linien darin sind in Abbil-

dung 13.5 dargestellt.) In der Abbildung sind auch die irreduziblen Darstellungen angegeben,

die zu den einzelnen Binder gehoren.*
Energy
[200]
N+Ih+0,
& [111] 2A1+45+4,
2I+21
[011] Xy +X3+Xs
4
{100] X;+X;
4
Iy 1
L T [000] X

Wave vector k

Abbildung 13.4: Bandstruktur eines Zinkblendegitters in Ndherung der freien Elektronen. In den ecki-
gen Klammern stehen die Koordinaten der eingefalteten Punkte. Entlang die Linien und in den spezi-
ellen Punkten sind die irreduziblen Darstellungen der Biander angegeben. (Aus Cardona’s Buch, aber
korrigiert.)

Die Dimension (der Charakter des Einheitselementes) der einzelnen Darstellungen sind in
Tabelle 13.6 aufgefiihrt. Wie man daraus entnehmen kann, konnen in einem Zinkblendegitter
entlang die A-Linie keine symmetriebedingt entartete Binder vorkommen. Entlang die A-
Linie konnen die Biander entweder einfach oder zweifach eintartet sein. Genau das selbe gilt
fiir die Punkte L und X. Im I'-Punkt hingegen konnen die Bénder einfach, zweifach oder auch
dreifach entartet sein.

Bei der Erzeugung der Bandstuktur in der Ndherung der freien Elektronen spielt nur das Typ
des Bravaisgitters, nicht aber die Basis des Gitters eine Rolle. Dementsprechend schaut die
Bandstruktur fiir den Diamanten in dieser Nidherung (Abbildung 13.6) genauso aus, wie fiir
das Zinkblendegitter (Abb. 13.4).

Die Symmetrien der beiden Gitter unterscheiden sich jedoch. Das Diamantgitter ist inver-

4Die hier verwendete Konvention zur Benennung der irreduziblen Darstellungen beniitzt das Symbol des
speziellen Punktes oder der speziellen Linie in der Brillouinzone, das von einem Index gefolgt wird, der die
irreduziblen Darstellungen fiir die kleine Gruppe dieses Punktes oder dieser Linie durchnummeriert.
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Abbildung 13.5: Brillouinzone eines kubisch flichenzentrierten Gitters mit einigen speziellen Punk-
ten. (Aus dem Koster-Paper.)

I 1|, 1]I3 2], 3|5 3
X 1|X 1|X 1|X 1|X5 2
L 1|L 1)Ly 2

Ay LA 1A 1A 1

Al Tl A 1A 2

Tabelle 13.6: Dimension einiger irreduziblen Darstellungen fiir das Zinkblendegitter.

Energy

IN'+ys+ Ty

N ooy

[331]
Ll +L21+L3+L3'
[011] X4+X;
F1+F2'+F25H-F15
[100] X,
[444]

L T [000] X

Abbildung 13.6: Bandstruktur eines Diamantgitters in Niaherung der freien Elektronen. In den eckigen
Klammern stehen die Koordinaten der eingefalteten Punkte. Entlang die Linien und in den speziel-
len Punkten sind die irreduziblen Darstellungen der Binder angegeben. (Aus Cardona’s Buch, aber
korrigiert.)
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sionssymmetrisch und seine Raumgruppe ist eine nicht symmorphe Raumgruppe, die auch
Gleitspiegelungen enthélt. Die Punktgruppe des Zinkblendegitters ist die 7; Gruppe, die 24
Symmetrieoperationen (jedoch keine Inversion) enthélt. Die Punktgruppe des Diamantgit-
ters’ ist die Oy, Gruppe, die 48 Symmetrietransformationen (unter anderen auch die Inversion)
enthalt.

Da die Punktgruppen der beiden Gitter sich voneinander unterscheiden, gibt es auch Unter-
schiede in den kleinen Gruppen gewisser (aber nicht aller) k-Punkten. Und dementsprechend
gibt es auch Unterschiede in den irreduziblen Darstellungen fiir diese kleinen Gruppen. ¢ Die
irreduziblen Darstellungen der einzelnen Béander sind in Abbildung 13.6 aufgefiihrt, wihrend

die Dimensionen der einzelnen Darstellungen in Tabelle 13.7 zusammengefasst sind.

I, 1[I, 1[I, 2[Lis 3]s 3
Iy, 1|Ty 1|,y 2|y 3|0y 3
X\ 2X 2|Xs 2|X4 2

L 1L 1|l 2

Ly 1Ly 1[Ly 2

Ay 1A 1Ay 1Ay 1A 2
Al 1A LA 2

Tabelle 13.7: Dimension einiger irreduziblen Darstellungen fiir das Diamantgitter.

Wie man aus der Tabelle (und der Abbildung) entnehmen kann, sind die Entartungen der Bén-
der im Diamantgitter denen im Zinkblendegitter sehr dhnlich. Es gibt jedoch zwei wichtige

Unterschiede:

e Die Bénder im Diamantgitter konnen entlang die A-Linie zweifach entartet sein, wih-
rend im Zinkblendegitter entlang diese Linie symmetriebedingt nur nicht entartete

Bénder vorkommen konnen.

e Im Diamantgitter sind alle Darstellungen der kleinen Gruppe fiir den Punkt X zweidi-

mensional. Dementsprechend miissen im Diamantgitter im Punkt X alle Bander zwei-

fach entartet sein.”

SDie bisher verwendete Definition der Punktgruppe gilt nur fiir symmorphe Gitter, und miisste eigentlich fiir
nicht symmorphe Gitter noch verallgemeinert werden (Faktorgruppe der Raumgruppe nach der Gruppe der reinen
Translationen).

%Um die Darstellungen fiir die Punktgruppen der nicht symmorphen Raumgruppen herzuleiten, miisste die
bisher beniitzte Definition der Darstellung verallgemeinert werden (projektive Darstellung). Da dies den Rah-
men dieser Zusammenfassung sprengen wiirde, wird hier nur kurz auf die wichtigsten Konsequenzen fiir das
Diamantgitter hingewiesen.

"Dies gilt nicht nur im Punkt X, sondern auch entlang einige spezielle Linien.
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